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Preambule: Contenu du cours

Ce cours constitue une introduction aux méthodes modernes du problème à N corps.

L’accent est mis sur la similarité des concepts et des techniques employées avec celles

introduites dans le cours de théorie des champs. On s’efforcera, sur des exemples sim-

ples, de faire le lien entre les méthodes théoriques introduites et des effets physiques

observés. Ces exemples seront empruntés à la physique des solides, et concerneront les

effets d’interaction sur le gaz électronique d’un métal.

Déroulement prévu du cours, à titre indicatif:

Cours 1: Introduction. Notions importantes: Etat fondamental, états excités. Excita-

tions élémentaires et leur description par une théorie effective à basse énergie. Exemples

physiques. TD1: Rappels de seconde quantification.

Cours 2: Fonctions de Green à T = 0. Fonctions de Green pour le problème à N corps,

à T=0. Cas des fermions libres (TD2). Expression des valeurs moyennes d’observables.

Contenu physique des fonctions de Green: lien avec le spectre d’excitations. Notion de

”quasiparticule”. Expériences de photoémission.

Cours 3. Fonctions de Green à température finie. Formalisme de Matsubara.

Cours 4-5. Traitement perturbatif des interactions dans un système de fermions.

Représentation d’interaction, matrice S. Développements diagrammatiques (règles de Feyn-

man). Calcul de la self-énergie au deuxième ordre: temps de vie des quasiparticules.

Quelques notions sur les fonctions de Green à deux particules et fonctions de réponse.

Cours 6. La théorie des liquides de Fermi: approche phénoménologique de Landau

et quelques éléments de justification formelle.

Cours 7. Quelques notions sur les fonctions de Green à deux particules, les

fonctions de réponse. et la réponse linéaire

Cours 8. Au delà des approches perturbatives: le problème d’une impureté

localisée dans un gaz d’électrons. ”Catastrophe infrarouge”. Applications aux sin-

gularités des spectres d’absorption des rayons X dans les métaux.

Cours 9. Une impureté magnétique dans un gaz d’électrons: l’effet Kondo.

Introduction simple au groupe de renormalisation en physique de la matière condensée.

Cours 10-...?. Introduction aux systèmes unidimensionnels. Echec de la théorie

des liquides de Fermi. ”Déconfinement” des excitations de charge et de spin. Bosonisation.
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P.W Anderson Basic notions of condensed matter physics Frontiers in physics [Felix qui

potuit rerum cognoscere causas!]



Contents

1 Introduction 7
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2.3 Propriétés générales (Exercices) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.1 Expression pour dse fermions libres . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.2 Expression des valeurs moyennes d’opérateurs. . . . . . . . . . . . . 19
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4.1.1 Calcul de l’opérateur d’évolution U(τ) . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.2 Calcul de la fonction de Green au premier ordre . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.3 Diagrammes de Feynman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Chapter 1

Introduction

1.1 Qu’est ce que le problème à N corps ?

On traite dans ce cours de systèmes comprenant un grand nombre de particules identiques,

lorsque:

• les effets quantiques liés au principe de Pauli sont importants (régime quantique ou

“dégénéré”)

• les interactions entre particules sont a priori fortes et ne peuvent être négligées.

La première condition est réalisée lorsque la longueur d’onde thermique λT � h/
√

2mkT

est supérieure ou de l’ordre de la distance moyenne entre particules. Dans ce cours, nous

nous intéresserons en fait exclusivement aux systèmes de fermions, auquel cas cette con-

dition signifie que la température est faible devant la température de Fermi du système:

T � TF .

Dans la pratique, cette condition est réalisée (au laboratoire) pour deux types de

systèmes:

• L’Helium 3 liquide (pour lequel TF est de l’ordre de quelques Kelvin): la plupart

des autres gaz solidifient à basse température avant que les effets quantiques ne

soient observables. Des recherches récentes devraient cependant permettre l’étude

de certains gaz d’alcalins dans le régime dégénéré (comme le Li7).

• Les électrons dans les métaux (pour lequel TF se mesure en electron-Volt: on rappelle

que 1eV � 12000K). Dans ce cas, il peut évidemment être important de tenir

compte d’autres degrés de liberté du solide, comme les vibrations du réseau des ions

-phonons- et leur couplage aux électrons.
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La variété des comportements observés dans ces systèmes, et en particulier leurs insta-

bilités possibles vers des phases ordonnées, illustre bien le rôle clé joué par les interactions:

supraconductivité, ordre magnétique (onde de densité de spin ferromagnétique, antiferro-

magnétique, incommensurable), mise en ordre des charges (“onde de densité de charge”),

supraconductivité, transition métal-isolant due aux interactions, etc...

Comment expliquer alors le succès spectaculaire de descriptions simplifiées courantes

en physique des solides qui négligent les interactions entre électrons ? Cette question

conduit directement au concept de quasi-particule, qui sera l’un des enjeux majeurs de ce

cours. L’idée essentielle est que même si les interactions nues entre particules sont a priori

très fortes (l’interaction électrostatique répulsive entre électrons d’un solide par exemple),

il peut se faire que les excitations de basse énergie du système soient bien décrites par la

combinaison de modes d’excitation élémentaires. A basse énergie, un faible nombre de ces

modes est mis en jeu, de sorte que les interactions entre ces modes peuvent être traitées par

des méthodes de couplages faibles en raison de leur faible densité. De manière plus imagée,

chaque particule physique (électron, atome d’ 3He) est “habillée” par les interactions en

une entité nouvelle appelée “quasi-particule”. Un des principaux buts de ce cours est de

donner un contenu précis à cette description.

Il peut également arriver qu’une telle description soit mise en echec: dans de telles

situations les interactions ont un effet radical nécessitant des méthodes spécifiques, dont

certaines seront évoquées dans la deuxième partie de ce cours.

1.2 Etat fondamental, Excitations de basse énergie

Confronté à un hamiltonien impliquant N ∼ 1023 particules, on doit d’abord se demander

quels sont les bonnes quantités à considérer pour caractériser un tel système.

Un programme ambitieux serait, comme pour tout problème de mécanique quantique,

la détermination complète (analytique ou numérique) du spectre (Eα,Ψα) des états pro-

pres. Ce programme se heurte cependant en général à des difficultés insurmontables, et

même dans les très rares cas où il peut être mis en oeuvre les résultats peuvent être très

difficiles à exploiter, pour les raisons suivantes:

• La dimension de l’espace de Hilbert est énorme, d’ordre ecN . La recherche du seul

état fondamental peut être un problème très complexe (cas du modèle d’Heisenberg

quantique antiferromagnétique p.ex.). A de rares exceptions près (systèmes uni-

dimensionnels intégrables par l’“ansatz de Bethe”), seules des déterminations ap-

prochées (variationnelles par exemple) de |Ψ0 > sont possibles.
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• Mème si on savait déterminer les ∼ ecN états du spectre, il faudrait reconstru-

ire à partir de cette information les fonctions de réponse physique, qui condensent

sous une forme compacte l’information utile et comparable aux expériences. Ceci

nécessite non seulement la connaissance des fonctions d’onde, mais aussi des éléments

de matrice < Ψα|O|Ψβ > de l’observable considérée.

• Pris dans son ensemble, le spectre est sensible à tous les détails du problème: nature

détaillée des interactions, du réseau, etc... Souvent, les mesures physiques font

intervenir des énergies d’excitation faibles, et c’est donc plutôt aux propriétés des

états excités de basse énergie que l’on s’intéresse. Ces états de basse énergie sont

moins sensibles aux détails du sytème et possèdent des propriétés d’universalité,

suggérant la possibilité d’une description simplifiée du problème à basse énergie.

Ces remarques importantes ont traditionnellement conduit à faire un peu passer au second

plan la détermination des fonctions d’ondes dans les problèmes à N corps, au profit du

calcul direct de quantités plus compactes comme les fonctions de Green ou les fonctions de

réponse. Le triomphe des méthodes diagrammatiques dans les années 60 a certainement

renforcé cette tendance. Il faut cependant garder en tête les exemples où la réflexion

sur la nature des fonctions d’onde (du fondamental, et surtout des états excités de basse

énergie) a permis de faire les pas décisifs. Parmi ceux-ci, citons en particulier: la théorie

B.C.S de la supraconductivité, les fonctions d’onde de Laughlin pour l’effet Hall quan-

tique. Le développement récent de méthodes numériques (détermination du fondamental

par l’algorithme de Lanczos par exemple), ou l’intérêt pour les systèmes mésoscopiques

contribuent à renforcer l’intérêt qu’il peut y avoir à “penser en terme de fonctions d’onde”.

Cet aspect ne sera cependant (par manque de temps) que peu abordé dans ce cours.

Des remarques préced́entes, il ressort clairement que c’est la compréhension du spectre

des états excités de basse énergie qui constitue l’enjeu principal dans l’étude d’un systm̀e

à N corps en interaction. De cette partie du spectre découlent les propriétés thermody-

namiques à basse température et les réponses dynamiques du système à une perturbation

extérieure faible (susceptibilités, transport). (Ainsi par exemple, la qualité d’une approx-

imation du fondamental |Ψ0 > par exemple se juge-t-elle moins à la valeur de l’énergie

< Ψ0|H|Ψ0 > qu’à la possibilité de construire une description fidèle des états excités basée

sur cet état approché).

Il faut, à ce stade, distinguer deux situations possibles. Désignons par E0(Ω) l’énergie

du fondamental pour un volume fini Ω du système, et par E1(Ω) l’énergie du premier état

excité. On peut avoir, dans la limite thermodynamique Ω → ∞:

• (i) E1−E0 → 0 : il existe alors des états excités d’énergie arbitrairement basse dans



la limite thermodynamique. On dit que le système est “sans gap”.

• (ii) E1 − E0 → ∆g �= 0: le premier état excité reste séparé du fondamental par un

gap d’énergie finie dans la limite thermodynamique.

On peut être amené à raffiner cette distinction en considérant le premier état excité

ayant un (bon) nombre quantique spécifié: on parlera ainsi de gap dans le secteur de

spin (premier état excité ayant ∆S �= 0), ou dans le secteur de charge (ajout d’une

particule). Un métal est un système sans gap. Un isolant ferromagnétique ou antiferro-

magnétique possède un gap dans le secteur de charge mais non dans le secteur de spin

(pour une symétrie continue). Un semiconducteur, un supraconducteur sont des exemples

de systèmes ayant un gap.

1.3 Théorie effective de basse énergie

Les considérations de cette section s’appliquent au cas des systèmes sans gap (i). Dans

un système invariant par translation, une valeur de l’impulsion totale peut être associée à

chaque état propre. Dans la limite thermodynamique, l’énergie des états excités de basse

énergie Eex − E0 = h̄ω et leur impulsion �p = h̄�k sont en général reliées par une relation

de dispersion de la forme (dans la limite de base énergie d’excitation ω → 0):

ω = c kz + · · · (1.1)

(z est un exposant appelé “exposant de scaling dynamique”).

Ainsi les basses énergies correspondent elles aux grandes longueurs d’ondes λ = 2π/k,

et donc à la physique de grande distance. C’est pour cette raison que la nature du spectre

de basse énergie est insensible aux détails du problème à courte distance. Ceci suggère

qu’il est possible d’intégrer sur les degrés de liberté de courte distance pour obtenir une

théorie effective décrivant les propriétés universelles des états excités de basse énergie.

Cette théorie effective peut généralement être formulée comme une théorie des champs

(puisqu’on peut s’affranchir du réseau aux grandes distances). Dans un système sans

gap, cette théorie des champs est une théorie de masse nulle (les fonctions de corrélation

temporelles décroissent en loi de puissance).

Comme chaque fois qu’il s’agit d’éliminer les degrés de liberté de courte distance, c’est

une approche de groupe de renormalisation qu’il faut utiliser pour rendre ces idées précises.

Pour des raisons de temps, nous n’aurons cependant l’occasion d’introduire ces méthodes

que vers la fin de ce cours. Signalons cependant que la théorie de Landau des liquides de

Fermi peut être entièrement approchée de cette manière (cf. [Shankar, Schulz]).
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1.4 Excitations élémentaires et quasiparticules.

Les états de basse énergie dont il est question ci-dessus sont les états propres du système

dans son ensemble, c’est à dire des états à N particules. On peut se demander s’il est

possible de construire le spectre de ces états par combinaison d’excitations élémentaires.

Lorsque le système est sans interaction, la construction du spectre de N fermions libres

se fait précisément par composition d’excitations à une particule (un trou) selon les règles

imposées par le principe de Pauli.

Lorsque les “bonnes variables” ont été trouvées pour décrire le système en interaction,

une description du spectre de basse énergie par composition d’excitations élémentaires

est en général possible. Les règles de composition de ces excitations définissent leur

statistique. Celle-ci peut être bosonique ou fermionique, mais d’autres cas sont également

possibles correspondant à des règles de composition plus complexes (cf. [Haldane]). De

plus, l’énergie d’une superposition d’excitations élémentaires peut ne pas être simplement

la somme des énergies individuelles: les excitations élémentaires peuvent interagir entre

elles. Néanmoins, les états d’énergie très proche du fondamental correspondent à un faible

nombre d’excitations crées, de sorte que leur densité est faible: on a affaire à un gaz dilué

d’excitations élémentaires (donc dont les interactions effectives sont faibles).

1.5 Exemples

Nous indiquons ci-dessous quelques exemples destinés à illustrer les notions introduites

ci-dessus: excitations élémentaires (EE) et théorie effective (TE) permettant de les décrire.

• Spin quantiques en interaction, modèle de Heisenberg

Le modèle de Heisenberg décrit des spins quantiques en interaction d’échange sur

un réseau. on se limitera ici à un réseau simple (carré ou cubique par exemple,

bipartite, sans frustration), de sorte que le fondamental puisse développer un ordre

à longue portée.

H = J
∑

<ij>

�Si · �Sj (1.2)

Notons que, dans cette expression, �S désigne le triplet d’opérateurs (Sx, Sy, Sz)

agissant sur les états |S,m〉 de la manière habituelle.

La plupart des remarques faites ci-dessus sont bien illustrées sur cet exemple:

– L’espace de Hilbert a pour dimension (2S + 1)Ns , avec Ns le nombre de sites

du réseau et S la valeur du spin considéré.



– Lorsque J < 0 (ferromagnétique), l’état fondamental est simple: il s’agit de

l’état dans lequel tous les spins sont “alignés entre eux”, de manière à maximiser

la projection du spin total sur un axe donné, par exemple:
∏

i |Sz
i = +S〉 (on

a bien sûr une dégenerescence du fondamental).

– Lorsque J > 0 (antiferromagnétique), en revanche, l’état fondamental n’est pas

simple. En effet l’état de Néel
∏

i |Sz
i = (−1)i S〉 (avec (−1)i la parité du site

considéré dans le cas d’un réseau supposé bipartite) n’est pas un état propre de

H. C’est un état propre du modèle (d’Ising) dans lequel seuls les termes Sz
i S

z
j

sont considérés. Mais les termes d’échange S+
i S

−
j introduisent des “défauts”

lorsqu’ils agissent sur cet état.

– Dans les deux cas, lorsque l’état fondamental possède un ordre à longue portée,

le spectre d’excitations ne comporte pas de gap. Même si on ne sait pas

donner une construction exacte de l’état fondamental dans le cas antiferro-

magnétique, on sait caractériser les excitations élémentaires. Ce sont les modes

de Goldstone de la symétrie brisée, c’est à dire les ondes de spin (ou plutôt leur

équivalent quantique: les magnons). La loi de dispersion n’est pas la même

dans les deux cas: ω�k = c|�k|2 + · · · dans le cas ferro (z = 2), ω�k = c|�k| + · · ·
dans le cas antiferro (z = 1). Une théorie des champs effective de basse énergie

décrivant ces modes peut être construite dans chaque cas: il s’agit du modèle

sigma non-linéaire.

Résumons brièvement quelques autres exemples:

• Fermions en interaction, d=3: 3He, électrons dans les métaux.

EE: Quasiparticules fermioniques, charge ±e, spin 1/2, ω = vF (k − kF ).

TE: Théorie de Landau des liquides de Fermi.

• Fermions en interaction, d=1: conducteurs organiques quasi-unidimensionnels.

EE: Séparation des modes de spin et de charge:

“Spinons” (onde de densité de spin) Q = 0, S = 1/2 ω = vs(k − kF )

“Holons” (onde de densité de charge) Q = ±1, S = 0 ω = vc(k − kF )

TE: “Liquides de Luttinger” (Action effective des champs bosoniques correspondant

aux excitations ci-dessus).

• Gaz d’électrons bidimensionnel sous fort champ magnétique: système d’effet

Hall quantique fractionnaire.



EE: Quasiparticules de charge fractionnaire, obéissant à des statistiques intermédaires

(“anyons”).

TE: Théorie de jauge avec terme topologique





Chapter 2

Fonctions de Green à température

nulle

2.1 Définition

Dans toute la suite de ce cours, on considère un hamiltonien constitué d’une partie libre

(énergie cinétique) H0 et d’un terme d’interaction entre particules V :

H = H0 + V (2.1)

H0 s’écrit comme une sommme:

H0 =
N∑

i=1

h
(i)
0 (2.2)

où h0 est l’hamiltonien libre à une particule et (i) désigne l’action sur les coordonnées de

la particule i. On suppose connus les états propres à une particule de h0, désignés par

|k > (k désigne globalement l’ensemble des nombres quantiques nécessaires pour spécifier

cet état: en général k ≡ (�k, σ). Les états |k > sont utilisés pour construire une base

de l’espace des états (antisymétriques) à N particules, puis de l’espace de Fock, selon les

règles usuelles dites (pourquoi donc ?) de “seconde quantification”. On définit ainsi les

opérateurs création c†k et annihilation ck relativement à cette base. Dans l’espace réel:

cσ(x) ≡
∑
�k

φ�k(x)c�kσ , c†σ(x) ≡
∑
�k

φ�k(x)
∗c†�kσ

(2.3)

Nos conventions et quelques propriétés utiles sur ces points sont regroupées dans l’annexe

à ce chapitre.

Nous introduisons la représentation de Heisenberg adaptée à l’ensemble grand-canonique.

Dans toute la suite, le hamiltonienH est supposé ne pas dépendre explicitement du temps.
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Pour un opérateur O:

O(t) ≡ eiH′tO e−iH′t (2.4)

avec, N étant l’opérateur nombre de particules:

H ′ ≡ H − µN (2.5)

On vérifiera que:

i
∂

∂t
O(t) = [O(t), H] (2.6)

et que:

{c(x, t), c(x′, t)} = {c†(x, t), c†(x′, t)} = 0 , {c(x, t), c†(x′, t)} = δ(x− x′) (2.7)

Insistons sur le fait que ces relations de commutation ne sont valables qu’à temps égaux.

Désignons par |Ψ0〉 l’état fondamental deH (pour N particules). On définit la fonction

de Green comme:

G(x, t;x′, t′) ≡ −i 〈Ψ0|T c(x, t)c†(x′, t′)|Ψ0〉 (2.8)

où le produit ordonné en temps est défini par (pour des fermions):

T c(x, t)c†(x′, t′) ≡ θ(t− t′)c(x, t)c†(x′, t′) − θ(t′ − t)c†(x′, t′)c(x, t) (2.9)

Pour H indépendant du temps, G(x, t;x′, t′) ne dépend que de t−t′. Pour H invariant par

translation, G(x, t;x′, t′) ne dépend que de x − x′. Ces deux conditions sont en général

réunies dans la suite, et on notera G(x, t;�0, 0) ≡ G(x, t). Dans ce cas, on définira la

transformée de Fourier spatiale:

G(�k, t) =
∫
ddxG(�x, t)ei�k·�x , G(x, t) =

∫ ddk

(2π)d
G(�k, t)e−i�k·�x (2.10)

et temporelle:

G(�k, ω) =
∫ +∞

−∞
dteiωtG(�k, t) , G(�k, t) =

∫ +∞

−∞
dω

2π
e−iωtG(�k, ω) (2.11)

On voit que:

G(�k, t) = −i〈Ψ0|T c�k(t)c
†
�k
(0)|Ψ0〉 (2.12)

Si H n’est pas invariant par translation, la fonction de Green n’est pas diagonale dans les

impulsions, et dépend de deux moments: G(�k,�k′, t). C’est le cas en présence d’impuretés

(effet Kondo par exemple).



On notera que G(x, t) est discontinue en t = 0. Sa discontinuité est dictée par

l’anticommutation des fermions:

G(x, t→ 0+) = −i 〈Ψ0|c(x, 0)c†(�0, 0)|Ψ0〉 , G(x, t→ 0−) = +i 〈Ψ0|c†(�0, 0)c(x, 0)|Ψ0〉
(2.13)

de sorte que:

G(x, t→ 0+) −G(x, t→ 0−) = −i 〈Ψ0|{c(x, 0), c†(0, 0)}|Ψ0〉 = −iδ(x) (2.14)

G(�k, t→ 0+) −G(�k, t→ 0−) = −i (2.15)

2.2 Lien avec le spectre d’excitations: représentation

spectrale

Nous allons montrer dans cette section que la fonction de Green contient des informations

sur le spectre des états excités du système.

Considérons d’abord le cas t > t′, et désignons par |Ψα >,Eα le spectre du hamiltonien

complet, pour N + 1 particules. On a:

〈Ψ0|ck(t)c†k(t′)|Ψ0〉 =
∑
α

〈Ψ0|ck(t)|Ψα〉〈Ψα|c†k(t′)|Ψ0〉 (2.16)

En explicitant la représentation d’Heisenberg des opérateurs, et en utilisant:

H ′|Ψ0〉 = E
(N)
0 − µN , H ′|Ψα〉 = E(N+1)

α − µ(N + 1) (2.17)

On obtient:

〈Ψ0|ck(t)c†k(t′)||Ψ0〉 =
∑
α

e{i(µ+E
(N)
0 −E

(N+1)
α )(t−t′)}|〈Ψ0|ck|Ψα〉|2 (2.18)

En répétant ce calcul pour t < t′ (cette fois en introduisant le spectre du système à N − 1

particules), on obtient sans difficulté:

iG(k, t) = θ(t)
∑
α

ei(µ+E
(N)
0 −E

(N+1)
α ) t|〈Ψ0|ck|Ψα〉|2 − θ(−t) e−i(E

(N)
0 −E

(N−1)
β

−µ) t|〈Ψ0|c†k|Ψβ〉|2

(2.19)

On observera que, pour N grand: E0(N +1)−E0(N) � E0(N)−E0(N −1) � µ, et donc:

µ+E
(N)
0 −E(N+1)

α � E
(N+1)
0 −E(N+1)

α ≡ −ε(+)
α , E

(N)
0 −E(N−1)

β −µ � E
(N−1)
0 −E(N−1)

β ≡ −ε(−)
β

(2.20)



De sorte que l’évolution temporelle de la fonction de Green fait intervenir des fréquences

positives correspondant aux énergies d’excitation du système à N + 1 particules, et des

fréquences négatives correspondants au spectre du système à N − 1 particules.

Les éléments de matrice 〈Ψ0|ck|Ψα〉 mesurent le recouvrement entre la fonction d’onde

obtenue par injection d’un électron de moment k dans le fondamental à N particules

et l’état excité |Ψα〉 > du système à N + 1 particules (interprétation similaire pour

〈Ψ0|c†k|Ψβ〉).
Il est commode d’exprimer ces résultats en transormée de Fourier sur le temps, en

utilisant la représentation: 1

θ(t) = −
∫ +∞

−∞
dω

2πi

e−iωt

ω + i0+
(2.21)

qu’on pourra s’exercer à démontrer par le théorème des résidus. On obtient l’expression

importante:

G(k, ω) =
∑
α

|〈Ψ0|ck|Ψα〉|2

ω + µ+ E
(N)
0 − E

(N+1)
α + i0+

+
∑
β

|〈Ψ0|c†k|Ψβ〉|2

ω + µ+ E
(N−1)
β − E

(N)
0 − i0+

(2.22)

On voit que les pôles de la fonction de Green dans le plan complexe des fréquences sont

situés sur l’axe réel, avec:

• une partie imaginaire infinitésimale négative pour les excitations correspondant à

l’addition d’une particule au système (excitation de type “particule”)

• une partie imaginaire infinitésimale positive pour les excitations correspondant au

retrait d’une particule au système (excitation de type “trou”)

Les pôles sont situés aux fréquences d’excitation associées à chaque état excité, avec un

résidu au pôle égal aux éléments de matrice de transition figurant dans l’expression ci-

dessus.

Cette information sur les états excités peut être condensée dans la définition de la

densité spectrale:

A(k, ω) =
∑

α |〈Ψ0|ck|Ψα〉|2 δ(ω + µ+ E
(N)
0 − E(N+1)

α ) , (ω > 0) (2.23)

=
∑

α |〈Ψ0|c†k|Ψβ〉|2 δ(ω + µ− E
(N)
0 + E

(N−1)
β ) , (ω < 0) (2.24)

On notera que la connaissance de la densité spectrale détermine entièrement la fonction

de Green:

G(k, ω) =
∫ +∞

−∞
dω′ A(k, ω′)

ω − ω′ + i0+signe(ω′)
(2.25)

1Nous utilisons la convention: f(t) =
∫

dω
2π f(ω)e−iωt , f(ω) =

∫
dtf(t)e+iωt



( )

et son évolution temporelle:

iG(k, t) = θ(t)
∫ +∞

0
dωA(k, ω)e−iωt − θ(−t)

∫ 0

−∞
dωA(k, ω)e−iωt (2.26)

On notera que l’anticommutation impose la normalisation de la fonction spectrale (con-

servation du poids spectral total): ∫ +∞

−∞
dωA(k, ω) = 1 (2.27)

En effet:∫ +∞

−∞
dωA(k, ω) =

∑
α |〈Ψ0|ck|Ψα〉|2 +

∑
β |〈Ψ0|c†k|Ψβ〉|2 (2.28)

= 〈Ψ0|ck
∑

α〈Ψα||Ψα〉c†k|Ψ0〉 + 〈Ψ0|c†k
∑

β〈Ψβ||Ψβ〉c†|Ψ0〉 = 〈Ψ0|{ck, c†k}|Ψ0〉 = 1(2.29)

2.3 Propriétés générales (Exercices)

2.3.1 Expression pour dse fermions libres

On établira l’expression de G(�k, ω) et de G(�k, t) pour un gaz de fermions libres par au

moins deux méthodes différentes, par exemple:

• A partir de la définition de G(�k, ω)

• En utilisant la représentation spectrale

On montrera ainsi que:

G0(�k, ω) =
1

ω + µ− εk + i0+signe(εk − µ)
, A0(k, ω) = δ(ω + µ− εk) (2.30)

G0(�k, t) = −i[θ(εk − µ)θ(t) e−i(εk−µ) − θ(µ− εk)θ(−t) e+i(εk−µ) ] (2.31)

2.3.2 Expression des valeurs moyennes d’opérateurs.

• On considère un opérateur à un corps: Ô =
∑

k,l < k|ô|l > c+k cl.

Comment calculer la valeur moyenne < Ψ0|Ô|Ψ0 > connaissant la fonction de Green

?

Appliquer à la moyenne de l’énergie cinétique et de la densité de particules d’impulsion
�k donnée. Exprimer ces quantités à partir de la fonction spectraleA(�k, ω). Expliciter

le résultat dans le cas des fermions libres.



• Les valeurs moyennes d’opérateurs à deux corps nécessitent en général la connais-

sance de la fonction de Green à deux particules. Cependant on va montrer que

l’énergie totale peut tout de même s’exprimer à partir de G seule !

a) Etablir l’identité [A,BC] = {A,B}C −B{A,C}.

b) Etablir l’équation du mouvement satisfaite par c(x, t) en séparant teme cinétique

et potentiel dans le hamiltonien

c) En déduire l’expression de la valeur moyenne de l’énergie potentielle en terme de

G

d) Conclure.

2.4 Signification physique de la fonction de Green

On va donner ici une interprétation physique de la fonction de Green comme recouvrement

de deux fonctions d’onde. Cette interprétation conduit assez naturellement à la notion de

quasiparticule.

Considérons le système de N électrons dans son état fondamental |Ψ0〉. A l’instant

t = 0 on injecte un (N + 1)-ème électron de l’extérieur, de moment k. La fonction d’onde

décrivant le système à l’instant t = 0+ est 2:

|Ψ(t = 0)〉 = c†k|Ψ0〉 (2.32)

Cette fonction d’onde n’est pas un état propre de Ĥ en général (sauf exception, p.ex

pour le système sans interaction). Son évolution temporelle fera donc intervenir une

décomposition sur l’ensemble du spectre (à N + 1 particules). Au bout d’un temps t, la

fonction d’onde aura évolué pour devenir (en agissant avec l’opŕateur d’évolution e−iH′t:

|Ψ(t)〉 = e−iH′tc†k|Ψ0〉 (2.33)

Considérons maintenant la fonction d’onde qui, à l’instant t décrit la réunion du système

de N particules dans son état fondamental et d’un électron physique de moment k venant

d’être injecté dans le système. Cette fonction d’onde est:

|Ψe〉 = c†k e
−iH′t|Ψ0〉 (2.34)

Cherchons à comparer les fonctions d’onde |Ψ(t)〉 et |Ψe〉, c’est à dire à estimer si l’électron

injecté dans le système à l’instant t = 0 “ressemble” encore à un électron isolé (ou, plus

2Il faudrait en fait normaliser cette fonction d’onde par 〈Ψ0|ckc†k|Ψ0〉, mais cela n’a guère d’importance
pour la suite de l’argument



Q

précisément, si la fonction d’onde |Ψ(t)〉 ressemble à celle d’un électron et du système

dans son état fondamental, qui auraient évolué indépendamment sans interagir). Pour

effectuer cette comparaison, on forme le produit scalaire (recouvrement):

〈Ψe|Ψ(t)〉 = 〈Ψ0|eiH′tck|e−iH′tc†k|Ψ0〉 ≡ i G(k, t) , (t > 0) (2.35)

La fonction de Green est donc une mesure directe de ce recouvrement.

Lorsque c†k|Ψ0〉 est un etat propre du systeme, ce recouvrement est une simple phase.

Son module, égal a un, ne décroit pas au cours du temps. Ceci traduit l’évolution coherente

de la fonction d’onde |Ψ(t)〉 qui évolue sans se mélanger aux autres états excités du

système. C’est ce qui se passe dans un système sans interaction.

En presence d’interactions, l’évolution temporelle de |Ψ(t)〉 fait intervenir sa décomposition

sur l’ensemble des états excites du systeme: c’est précisement ce que nous avons fait en

effectuant une decomposition spectrale de la fonction de Green. La fonction spectrale

A(�k, ω) mesure le poids des états excités d’énergie ω (a dω pres) dans cette décomposition

(cf. Eq.(2.26)). Il en resulte que le recouvrement 〈Ψe|Ψ(t)〉 n’est plus une simple phase

mais décroit au cours du temps. Ceci traduit la perte de cohérence de la fonction d’onde

correspondant a l’injection d’un electron dans le systeme: au bout d’un temps long, cette

fonction d’onde s’est décomposee sur tous les états excités du systeme, qui ont évolue

differemment, de sorte qu’elle a perdu toute ressemblance avec un electron physique. Le

temps caracteristique sur lequel a lieu cette perte de cohérence doit etre identifié au temps

de vie d’un electron dans le systeme.

2.5 “Portrait robot” de la densité spectrale d’un liq-

uide de Fermi: “quasiparticule”.

Nous décrivons qualitativement dans cette section, a la lumière de l’interprétation physique

ci-dessous, la manière dont se comporte la fonction de Green dans un systeme de fermions

en interaction dans le cas générique, c’est a dire lorsque la nature des excitations de basse

energie obéit a la théorie de Landau des liquides de Fermi. Ce cas générique est réalisé

dans un métal tridimensionnel par exemple, mais d’autres systèmes font exception, comme

les systemes unidimensionnels.

L’un des points fondamentaux de la description de Landau est l’existence d’une sur-

face de Fermi pour le système en interaction (surface de l’espace des impulsions �k). Pour

des �k loin de cette surface, il y a decroissance rapide de la fonction de Green, traduisant

une perte de coherence rapide de la fonction d’onde decrivant l’injection d’un électron.



Figure 2.1: Représentation schématique de la densité spectrale en fonction de ω. Le pic

de quasiparticule (de poids Z�k) devient étroit (Γ�k → 0) lorsque le vecteur d’onde �k se

rapproche de la surface de Fermi. Le reste du poids spectral (1 − Z�k) correspond à des

excitations “incohérentes” de haute énergie et de durée de vie courte (en grisé sur la

figure).

Lorsque �k se rapproche de la surface de Fermi en revanche, une seconde echelle de temps,

beaucoup plus longue, apparait. Une fraction Zk < 1 du poids spectral (qui peut etre

petite mais reste par hypothese finie) contribue a cette decroissance lente. L’échelle de

temps, 1/Γk associée a cette décroissance lente diverge lorsque k tend vers la surface de

Fermi du systeme. Ainsi, lorsqu’on se rapproche de cette surface, la notion de propagation

coherente d’un électron retrouve t elle asymptotiquement un sens. On peut associer une

entite coherente, se propageant a la maniere d’une particule, pour decrire cette propaga-

tion coherente: on parle de quasiparticule. On peut se representer physiquement cette

quasiparticule comme un électron physique ”habille” par la deformation qu’il provoque

dans le milieu lors de son mouvement. 1/Γk s’interprete comme la duree de vie de cette

entité coherente, à laquelle on peut donc associer une relation de dispersion (valable sur

des temps inferieurs a 1/Γk): on designera par Ek l’energie d’une quasiparticule de mo-

ment k (à ne pas confondre avec les énergies à une particule du hamiltonien libre, εk

!).

Cette separation des échelles de temps correspond a une décomposition de la fonction



Q

de Green sous la forme:

G(k, t) � Zk e
i(µ−Ek)te−Γkt +Ginc(t) (2.36)

ou Ginc decroit rapidement. En transformee de Fourier:

G(k, ω) � Zk
1

ω + µ− Ek + iΓk

+Ginc(ω) (2.37)

et la fonction spectrale prend donc la forme (en prenant la partie imaginaire):

A(k, ω) � Zk
Γk/π

(ω + µ− Ek)2 + Γ2
k

+ Ainc(ω) (2.38)

La signature de la quasiparticule au niveau de la fonction spectrale est donc un pic étroit

centré sur son energie par rapport au niveau de Fermi, Ek − µ, de largeur Γk et de poids

spectral total Zk. Lorsqu’on se rapproche de la surface de Fermi, ce pic tend vers une

fonction delta, et la quasiparticule se manifeste pratiquement comme un pôle isolé de la

fonction de Green.

Comme nous le verrons plus loin, la validité de la théorie de Landau et la possibilité

d’une description de quasiparticule sont justifiées par des considérations d’espace des

phases lors des collisions. Il en résulte que la largeur Γk tend vers 0 bien plus rapidement

que l’énergie d’excitation:

Γk � A
1

kF

(k − kF )2 + · · · (2.39)

alors que:

Ek − µ � kF

m∗ (k − kF ) + · · · (2.40)

m∗ définit la masse effective des quasiparticules (les relations ci-dessus sont données, pour

simplifier, dans un cas isotrope).

Lorsque les interactions ont un effet important dans le système, on peut avoir:

• Un résidu de quasiparticule faible (Zk � 1)

• Une masse effective élevée (m∗/m� 1)

• Un préfacteur A grand, conduisant à un temps de vie court pour les quasiparticules

(ou plus exactement, à une échelle d’énergie en dessous de laquelle les quasiparticules

cohérentes existent qui est anormalement basse). Il en résulte par exemple une

signature au niveau des propriétés de transport, par exemple un terme en T 2 de la

résistivité anormalement grand.



Ces effets n’étant d’aileurs pas nécessairement liés entre eux. Ce sont autant d’indices

caractéristiques d’un métal très corrélé. Il y en a d’autres, comme par exemple l’existence

de transferts importants de poids spectral entre structures cohérentes et incohérentes

lorsqu’on varie la température ou d’autres paramètres (pression).

2.6 Self-énergie et quasiparticules

Il est commode de définir la self-énergie par:

G(�k, ω)−1 = G0(�k, ω)−1 − Σ(�k, ω) (2.41)

où G0 est la fonction de Green du système sans interaction, donnée plus haut.

La surface de Fermi du système en interaction est définie par le lieu des pôles de G,

c’est à dire par les solutions �k = �kF de l’équation:

µ− ε�kF
− Σ(�kF , 0) = 0 (2.42)

Cette surface diffère en général de celle du système sans interaction. De fortes distortions

(rarement observées en pratique) sont une autre signature potentielle de fortes corrélations

électroniques.

Cependant, on montre (“théorème de Luttinger”) que, en l’absence de brisure de

symétrie ou d’ordre à longue portée, le volume de la zone de Brillouin intérieur à la

surface de Fermi est le même en présence et en l’absence d’interactions, pour un même

nombre de particules.

En effectuant un développement (supposé régulier) de la self-énergie au voisinage de
�k = �kF et ω = 0, on identifie sans difficulté (nous donnons les formules pour un système

isotrope):

Zk =

[
1 − ∂Σ(k, ω)

∂ω
|ω=0

]−1

(2.43)

m

m∗ = Z

[
1 +

m

kF

∂Σ(k, ω)

∂k
|k=kF

]
(2.44)

avec kF/m = ∂εk/∂k|k=kF
(kF est le moment de Fermi et m la masse des porteurs en

l’absence d’interactions (donnée par la dispersion de la bande).



Sans interactions Avec interactions

Figure 2.2: Représentation schématique de la surface de Fermi avec et sans interactions,

illustrant le “théorème de Luttinger”.

2.7 Mesure de la densité spectrale: expériences de

photoémission

La densité spectraleA(�k, ω) peut en principe être mesurée expérimentalement par photoémission

résolue en angle. Les limitations de cette technique, qui a fait des progrès remarquables

au cours des 10 dernières années ont été décrites dans le cours oral. On se reportera à

l’article joint [Claessen et al., Phys. Rev. Lett. 69, 808 (1992)] pour une belle illustration

de cette technique.

2.8 Annexe/TD1: Notations et rappels de “seconde

quantification”

2.8.1 Ecriture des opérateurs à un corps

1. Etablir les règles de commutation des opérateurs champs:

c(x) ≡
∑
�k

φ�k(x)c�k (2.45)



{c(x), c(x′)} = {c†(x), c†(x′)} = 0 , {c(x), c†(x′)} = δ(x− x′) (2.46)

2. Si ô[i] désigne l’action de l’opérateur à un corps ô sur la particule i, on considère:

Ô ≡
N∑

i=1

ô[i] (2.47)

On pourra vérifier que l’action de cet opérateur dans l’espace de Fock s’écrit:

Ô =
∑
k,l

< k|ô|l > c+k cl (2.48)

avec, si ô est diagonal dans la base |x >:

< k|ô|l >≡
∫
dxφk(x)

∗φl(x)o(x) (2.49)

Appliquer cette formule à l’opérateur densité de particules au point x:

ρ(x) =
N∑

i=1

δ(x− xi) (2.50)

Donner son expression en termes des ck et en termes des opérateurs de champ c(x).

Exprimer le nombre total de particules N̂ :

ρ(x) = c†(x)c(x) , N̂ =
∫
dxc†(x)c(x) =

∑
k

c†kck (2.51)

3. On considère un hamiltonien de particules indépendantes:

Ĥ0 =
N∑

i=1

ĥ[i] (2.52)

Diagonaliser cet opérateur et l’écrire en notations seconde quantifiée dans les deux cas

suivants:

a) Particules libres dans le continu, de masse m:

εk =
h̄2�k2

2m
φk(x) =

1√
Ω
ei�k.�x Ĥ0 =

∑
k

εkc
†
kck (2.53)

b) Modèle de liaison forte sur un réseau cubique (en dimension d), l’intégrale de

transfert de site à site (plus proches voisins) étant t:

Ĥ0 = −t
∑

<ij>

c†icj =
∑
k

εkc
†
kck εk = −2t

d∑
µ=1

cos kµa (2.54)
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2.8.2 Opérateurs à deux corps

On suppose le hamiltonien d’interaction donné par un potentiel à deux corps:

V̂ =
1

2

∑
i�=j

v(xi − xj) (2.55)

Etablir l’expression seconde-quantifiée correspondante. Il est commode d’utiliser l’opérateur

densité introduit plus haut.

V̂ = 1
2

∫
dx

∫
dyv(x− y)ρ̂(x)ρ̂(y) − 1

2
v(0)

∫
dxρ̂(x) = (2.56)

1
2

∑
klmn c

†
kc

†
l cncm < kl|v|mn > (2.57)

avec:

< kl|v|mn >≡
∫
dx

∫
dyv(x− y)φk(x)

∗φl(y)
∗φm(x)φn(y) (2.58)

(On notera l’ordre des indices dans cette dernière expression).

References à consulter: cours de J. Dalibard, Fetter et Walecka [Introduction], Mahan,

Negele et Orland.





Chapter 3

Fonctions de Green à température

finie

3.1 Définition; temps imaginaire

Nous souhaitons généraliser la notion de fonction de Green du chapitre précédent à T �= 0.

Il serait a priori naturel de considérer la moyenne thermodynamique:

Tr[e−βH′
Tck(t)c

†
k(t

′)]
Tre−βH′ (3.1)

Cependant cet objet n’est pas commode à manier en pratique. En effet, ses pôles dans

le plan complexe possèdent une partie réelle (à cause de l’opérateur d’évolution eiH′t) et

une partie imaginaire (à cause de l’opérateur densité e−βH′
). Ses propriétés analytiques

sont donc bien moins simples que pour la fonction de Green du chapitre précédent, et cela

poserait des problèmes techniques dans les calculs perturbatifs.

On choisit donc généralement de ramener tous les pôles de G sur l’axe réel, en tra-

vaillant en “temps imaginaire”. Plus précisément, on définit l’évolution des opérateurs

par:

O(τ) ≡ eH′τ O e−H′τ (3.2)

où τ est un paramètre réel dont on précisera le domaine de variation dans la suite.

Remarque: On prendra garde à ce que: O(τ)† = O†(−τ) �= O†(τ).

On définit ainsi la fonction de Green à température finie par:

G(k, τ − τ ′) ≡ − Tr[e−βH′
Tτck(τ)c

†
k(τ

′)]
Tre−βH′ (3.3)
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Une propriété essentielle de cette fonction est qu’elle est antipériodique de période 2β, en

raison de l’anticommutation des fermions:

G(k, τ + β) = −G(k, τ) (3.4)

Pour le montrer, choisissons −β < τ ≤ 0, de sorte que 0 ≤ τ + β < β; le numérateur de

G(k, τ + β) s’écrit:

Tr[e−βH′
ck(τ + β)c†k(0)] = Tr[e−βH′

eH′(τ+β) cke
−H′(τ+β) c†k(0)] (3.5)

soit, en simplifiant et en utilisant l’invariance cyclique de la trace:

Tr[e−βH′
c†ke

H′τcke
−H′τ ] = Tr[e−βH′

c†k(0)ck(τ)] = −Tr[e−βH′
Tτ ck(τ)c

†
k(0)] (3.6)

ce qui établit la propriété (3.4).

1

�

τ

nkσ

1-nkσ

Figure 3.1: Représentation schématique de la fonction de Green à T �= 0, illustrant

l’antipériodicité et la discontinuité à τ = 0.

La décomposition de Fourier de G se fait donc sur les fréquences telles que eiωβ = −1,

ce qui définit les fréquences de Matsubara:

ωn =
(2n+ 1)π

β
(3.7)

On a:

G(k, τ) =
1

β

+∞∑
n=−∞

e−iωnτ Ĝ(k, iωn) , Ĝ(k, iωn) =
∫ β

0
dτ G(k, τ) eiωnτ (3.8)



Certaines propriétés de la fonction de Green ainsi définie sont tout à fait semblables à celles

du chapitre précédent. Ainsi, l’anticommutation des fermions impose une discontinuité à

τ = 0:

G(k, 0+) − G(k, 0−) = −1 (3.9)

On voit que la limite τ → 0 est ambigüe, ce qui se traduit par la divergence de la somme∑
n G(k, iωn). Cette divergence provient du comportement à haute fréquence en 1/iωn de

Ĝ (voir plus bas). Le facteur e−iωnτ rend cette somme convergente dès que τ �= 0, mais

avec des limites différentes selon que τ → 0+ ou τ → 0−.

Les valeurs moyennes thermodynamiques d’opérateurs à un corps dans l’ensemble

grand-canonique s’obtiennent à partir de G. Pour un opérateur diagonal en k, on a:

< O >≡ Tr[e−βH′
O]

Tr[e−βH′ ]
= lim

τ→0−

∑
k

ok G(k, τ) =
1

β

∑
k

ok

∑
n

G(k, iωn)eiωn0+

(3.10)

En particulier, le nombre de particules de moment �k et de spin σ est donné par:

N�kσ = G(k, τ = 0−) =
1

β

∑
n

G(k, iωn) eiωno+

(3.11)

alors que G(k, τ = 0+) = Nk − 1.

3.2 Représentation spectrale

La fonction de Green thermique admet une décomposition sur le spectre des états propres

du système. La nouveauté par rapport au chapitre précédent est que les éléments de

matrices entre deux états excités quelconques contribuent, alors que seules les transitions

entre le fondamental et un état excité intervenaient à T = 0. Désignant ici par |a〉 les états

propres du système, d’énergie Ea et pour un nombre de particules Na (E ′
a ≡ Ea − µNa),

on obtient sans difficulté:

G(k, iωn) =
1

ZG

∑
a,b

|〈a|ck|b〉|2
e−βE′

a + e−βE′
b

iωn + E ′
a − E ′

b

(3.12)

On peut donc introduire la densité spectrale:

ρ(k, ω) ≡ 1

ZG

∑
a,b

|〈a|ck|b〉|2 (e−βE′
a + e−βE′

b) δ(ω + E ′
a − E ′

b) (3.13)

De sorte que:

G(k, iωn) =
∫ +∞

−∞
dω

ρ(ω)

iωn − ω
(3.14)



La fonction ρ est normalisée: ∫ +∞

−∞
dωρ(k, ω) = 1 (3.15)

ce qui établit le comportement haute fréquence de Ĝ mentionné ci-dessus: Ĝ ∼ 1/iωn.

On notera que la fonction spectrale dépend en général de la température (sauf pour un

système libre: voir ci-dessous). Cette dépendance a deux origines: d’une part les éléments

de matrice sont maintenant pondérés par les poids de Boltzmann correspondant, d’autre

part de nouvelles transition apparaissent par rapport au cas T = 0.

Dans les systèmes en forte interaction, d’importantes redistributions de poids spectral

peuvent être observées lorsqu’on varie T . Les énergies impliquées dans cette redistribution

peuvent être très supérieures à la variation de kT (contrairement à une croyance assez

répandue). Par exemple, dans un isolant très corrélé le poids spectral correspondant à

l’ouverture d’un gap de quelques dizaines de Kelvin peut entrainer une redistribution du

poids spectral sur des échelles de l’ordre de l’electron-Volt (“isolants Kondo” par exem-

ple). Ce phénomène est souvent observé expérimentalement (photoémission, conductivité

optique).

3.3 Fonctions retardées et avancées; limite T → 0

Nous admettrons que la fonction G admet un prolongement analytique à toute fréquence

complexe ζ:

G(k, ζ) =
∫ +∞

−∞
dω

ρ(k, ω)

ζ − ω
(3.16)

Cette fonction est analytique partout sauf sur l’axe réel. Ses pôles sont concentrés sur

l’axe réel (donnant lieu à une coupure dans la limite d’un grand volume).

Pour ω réel, il est usuel de définir deux fonctions correspondant à deux manières

différentes d’approcher l’axe réel: la fonction retardée correspond à ζ = ω + i0+, la

fonction avancée à ζ = ω − i0+:

GA(k, ω) ≡ G(k, ω + i0+) , GR(k, ω) ≡ G(k, ω − i0+) (3.17)

Les pôles de GR (resp. GA) ont une partie imaginaire infinitésimale négative (resp. posi-

tive).

Examinons la limite de température nulle de ces diverses quantités, ce qui nous per-

mettra de faire le lien avec le formalisme du chapitre précédent. Nous supposons l’état

fondamental non-dégénéré. Dans la limite T → 0, nous avons:

ZG � e−β(E0−µ〈N〉) = e−βE′
0 (3.18)
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où 〈N〉 est la moyenne grand-canonique du nombre de particules. De même:

e−βE′
a + e−βE′

b � e−βE′
a θ(E ′

b − E ′
a) + e−βE′

b θ(E ′
a − E ′

b) (3.19)

Pour ω > 0, on obtient donc:

ρ(k, ω) � 1

e−βE′
0

∑
ab;E′

a<E′
b

e−βE′
a δ(ω + E ′

a − E ′
b) (3.20)

Seul le terme |a〉 = |Ψ0〉 contribue finalement dans cette somme pour T → 0. Répétant

ce calcul pour ω < 0, on obtient finalement:

lim
T→0

ρ(k, ω) = A(k, ω) (3.21)

où A(k, ω) est la fonction spectrale à T = 0 introduite au chapitre précédent.

On voit donc que la fonction de Green à T = 0 du chapitre précédent est reliée à la

limite T → 0 de G de la manière suivante:

GT=0(k, ω) = θ(ω) lim
T→0

GR(k, ω) + θ(−ω) lim
T→0

GA(k, ω) (3.22)

Dans le cas où le fondamental du système est dégénéré, la limite T → 0 de G introduit

une superposition des fonctions de Green correspond aux différents fondamentaux.

3.4 Sommes sur les fréquences de Matsubara

On cherche à calculer une somme de la forme:

1

β

∑
n

φ(iωn) (3.23)

Nous supposons que la fonction d’une variable complexe φ(z) posséde des pôles simples

en z = zl, de résidu rl, qu’elle est analytique en dehors de ces pôles et qu’elle décrôıt

“assez vite” pour |z| → ∞. Nous supposons de plus que ces pôles ne coincident pas avec

les fréquences de Matsubara iωn.

On remarque que le facteur de Fermi prolongé dans le plan complexe:

f(z) ≡ 1

1 + eβz
(3.24)

a ses pôles aux fréquences de Matsubara z = iωn, avec un résidu − 1
β
. On applique alors

le théorème de Cauchy à l’intégrale: ∫
C
dz

2iπ
f(z)φ(z) (3.25)



où le contour C est par exemple un grand cercle englobant tous les pôles de φ, et dont on

fait tendre le rayon vers l’infini. On trouve alors:

1

β

∑
n

φ(iωn) =
∑

l

rl f(zl) (3.26)

Un cas particulièrement important en pratique est celui où les pôles de φ se trouvent sur

l’axe réel, de sorte que φ(z) admet une représentation spectrale:

φ(z) = − 1

π

∫ +∞

−∞
dω

Imφ(ω + i0+)

z − ω
(3.27)

On a alors:
1

β

∑
n

φ(iωn) = − 1

π

∫ +∞

−∞
dω Imφ(ω + i0+) f(ω) (3.28)

On appliquera par exemple ces formules pour démontrer que:

1

β

∑
n

1

iωn − ξk
eiωn0+

= f(ξk) (3.29)

en prenant φ(z) = 1
z−ξk

eηz avec η = 0+. On notera l’importance du facteur de convergence

pour définir précisément la somme.



Chapter 4

Théorie de perturbation et

diagrammes de Feynman

4.1 Représentation d’interactions

On considère un système caractérisé par un hamiltonien H, ainsi qu’une fonction d’onde

quelconque |ψt〉 vérifiant l’équation de Schrödinger i∂t|ψt〉 = H|ψt〉, ainsi qu’un opérateur

O, dont la moyenne à l’instant t est donnée par 〈ψt|O|ψt〉. Cette représentation constitue

la représentation de Schrödinger. Cependant si H est indépendant du temps, on a:

|ψt〉 = e−
i
h̄

Ht|ψt=0〉

On peut alors passer en représentation d’Heisenberg, où les opérateurs dépendent du

temps, et où les fonctions d’ondes n’en dépendent plus. On a alors:

O(t) = eiHtOe−iHt

Il existe enfin une autre représentation, que nous allons utiliser ici, appelée représentation

de Matsubara, où les opérateurs dépendent d’un temps imaginaire τ de la façon suivante:

O(τ) = eτKOe−τK

où l’on a posé K = H − µN , ce qui revient uniquement à un changement de l’origine des

énergies, afin que l’énergie de Fermi soit l’origine des énergies.

Dans toutes la suite, on s’intéressera à un hamiltonien de la forme K = K0 + V =

H0 + V − µN , où H0 est un hamiltonien d’électrons indépendants et V un potentiel de

couplage entre les électrons.
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A température finie, on a vu que la solution du problème était donnée par le calcul

explicite de la fonction de Green:

G ∝ Tr
[
e−τKcc†

]

On doit alors découpler V et H0, puisque de manière générale, on n’a pas e−iHt �=
e−iH0te−iV t, si H et V ne commutent pas.

Considérons alors un opérateur O, qui s’écrit en représentation de Matsubara:

O(τ) = eτKOe−τK

= eτKe−τK0eτK0Oe−τK0eτK0e−τK

= U−1(τ)Ô(τ)U(τ) (4.1)

où on a posé U(τ) = eτK0e−τK et Ô(τ) = eτK0Oe−τK0 .

On a alors ramené toute la difficulté du problème dans l’opérateur U . Il s’agit alors de

calculer U en perturbation de V . Si on reprend alors l’expression de la fonction de Green

à température finie, on a, pour τ > 0:

• numérateur:

Tr
{
e−βKTτ [ck(τ)c

†
k(0)]

}
= Tr

[
e−βKeτKcke

−τKc†k
]

= Tr
[
e−βK0eβK0e−βKTτe

τKe−τK0eτK0cke
−τK0eτK0c†k

]
= Tr

[
e−βK0U(β)TτU

−1(τ)ĉ(τ)U(τ)ĉ†(0)
]

• fonction de partition:

Z = Tr
[
e−βK0

(
eβK0e−βK

)]
= Tr

[
e−βK0U(β)

]

La fonction de Green se réécrit alors, de manière compacte:

G(k, τ) = −
Tr

[
e−βK0U(β)TτU

−1(τ)ĉ(τ)U(τ)ĉ†(0)
]

Tr [e−βK0U(β)]
(4.2)

Dans cette expression, toutes les interactions sont contenues dans U(τ), et c’est donc

cet opérateur que nous allons chercher à calculer.



4.1.1 Calcul de l’opérateur d’évolution U(τ)

On a donc U(τ) = eτK0e−τK , et donc sa dérivée par rapport à τ s’écrit:

dU(τ)

dτ
= K0e

τK0e−τK + eτK0(−K)e−τK

= eτK0K0e
−τK + eτK0(−K)e−τK

= eτK0(K0 −K)e−τK

= eτK0(−V )e−τK

= −V̂ (τ)U(τ)

On doit donc résoudre l’équation:

dU(τ)

dτ
= −V̂ (τ)U(τ) (4.3)

V̂ (τ) lui même est facile à obtenir. Par exemple si on considère un potentiel d’interaction

à deux corps, et donc du type V =
∑

αβγδ〈αβ|V |γδ〉c†αc†βcδcγ, on a:

V̂ (τ) = ...eτK0c†k1+qc
†
k2−qck2ck1e

−τK0

= ...ĉ†k1+q(τ)ĉ
†
k2−q(τ)ĉk2(τ)ĉk1(τ) (4.4)

Par ailleurs:

ĉ†k0
(τ) = eτ

∑
k

ξkc†
k
ckc†k0

e−τ
∑

k
ξkc†

k
ck

= e
τξk0

c†
k0

ck0c†k0
e
−τξk0

c†
k0

ck0 (4.5)

Or, si on désigne par |0〉 et |1〉 les deux états désignant le remplissage de l’état |k0〉,
on a:

ĉ†k0
(τ)|0〉 = eτK0c†k0

|0〉
= eτK0|1〉
= eτξk0 |1〉
= eτξk0c†k0

|0〉 (4.6)

et

ĉ†k0
(τ)|1〉 = 0

= eτξk0c†k0
|1〉 (4.7)



et donc, en faisant de même pour ĉk0(τ)

ĉ†k0
(τ) = eτξk0c†k0

ĉk0(τ) = e−τξk0ck0 (4.8)

On obtient donc pour V̂ :

V̂ =
∑

k1,k1,q

eτ(ξk1+q+ξk2−q−ξk1
−ξk2

)[c†k1+qc
†
k2−qck2ck1 ] (4.9)

On doit donc résoudre l’équation 4.3 avec la condition initiale évidente U(τ = 0) = 1.

On pourrait alors näıvement dire que

U(τ) = e−
∫ τ

0
dτ1V̂ (τ1)

Cependant, comme [V̂ (τ1), V̂ (τ2)] �= 0, la solution n’est pas aussi simple. On va donc

devoir effectuer un calcul en perturbation. On décompose alors U en puissance de V :

U = 1 + U1 + U2...

A l’ordre 1, on a donc:
dU1

dτ
= −V̂ (τ)

soit

U1(τ) = −
∫ τ

0
dτ1V̂ (τ1) (4.10)

A l’ordre 2:
dU1

dτ
= −V̂ (τ)

[
−
∫ τ

0
dτ1V̂ (τ1)

]
soit

U2(τ) =
∫ τ

0
dτ2V̂ (τ2)

∫ τ2

0
dτ1V̂ (τ1) (4.11)

De manière plus générale, on a donc, pour tout n:

Un(τ) = (−1)n
∫ τ

0
dτn

∫ τn

0
dτn−1...

∫ τ2

0
dτ1V̂ (τn)V̂ (τn−1)...V̂ (τ1) (4.12)

ainsi que:

U(τ) =
∞∑

n=0

Un(τ) (4.13)

L’équation 4.13 nous donne alors une solution exacte, mais assez désagréable à ma-

nipuler. En effet, si U était une simple fonction, au lieu d’un opérateur, l’équation 4.13

se réécrirait en:
1

n!

∫ τ

0
dτn

∫ τ

0
dτn−1...

∫ τ

0
dτ1

∏
i

V̂ (τi)



Mais ceci n’est pas possible puisque [V (τ1), V (τ2)] �= 0 Cependant, on va pouvoir

utiliser le Tτ pour symétriser la somme. L’équation 4.13 va alors se réécrire:

Un(τ) =
(−1)n

n!

∫ τ

0
dτn

∫ τ

0
...dτ1Tτ [V̂ (τn)...V̂ (τ1)]

=
1

n!
Tτ

[(
−
∫ τ

0
dταV̂ (τn)

)n]
(4.14)

On en déduit directement que:

U(τ) = Tτe
−
∫ τ

0
dτ1V̂ (τ1) (4.15)

Remarques importantes:

• on a Tτ [V̂ (τ1)V̂ (τ2)] =


 V̂ (τ1)V̂ (τ2) si τ1 > τ2

+V̂ (τ2)V̂ (τ1) si τ1 < τ2
puisque l’opérateur V contient

un nombre pair d’opérateurs de fermions.

• Tout ce que nous avons fait précédemment n’est valable que si ∂H
∂t

= 0, car la notion

d’équilibre thermodynamique n’est pas bien définie si l’énergie du système dépend

du temps.

On définit alors un opérateur S:

S(τ2, τ1) = Tτe
−
∫ τ2

τ1
dτ1V̂ (τ1)

= U(τ2)U(τ1)
−1 (4.16)

la dernière égalité n’étant vraie que grâce à l’opérateur Tτ .

On peut alors en tirer une nouvelle expression de G. En effet, pour β > τ > 0, on a,

d’après l’équation 4.2:

G(k0, τ) = − 1

Z
Tr

[
e−βK0TτS(β, τ)ĉk0(τ)S(τ, 0)ĉ†k0

(0)
]

= − 1

Z
Tr

[
e−βK0Tτ (S(β, τ)ĉk0(τ)S(τ, 0)ĉ†k0

(0))
]

= − 1

Z
Tr

[
e−βK0Tτ (S(β, τ)S(τ, 0)ĉk0(τ)ĉ

†
k0

(0))
]

ce qui implique que:

G(k0, τ) = −
Tr

[
e−βK0Tτ (S(β)ĉk0(τ)ĉ

†
k0

(0))
]

Tr [e−βK0S(β)]
(4.17)

avec S(β) = S(β, 0) = Tτe
−
∫ β

0
dτ1V̂ (τ1)



4.2 Calcul de la fonction de Green au premier ordre

On considère un potentiel de la forme:

V =
1

2

∑
σ1,σ2

∫
dxdx′V (x− x′)ρσ1(x)ρσ2(x)

=
1

2

∫
dxdx′V (x− x′)ρ↑(x)ρ↓(x)

=
1

2Ω

∑
k1,k1,q

Vqc
†
k1+q,↑c

†
k2−q,↓ck2,↓ck1,↑ (4.18)

A l’ordre zéro, on a:

G(0) = − 1

Z0

Tr
[
e−βK0 ĉk0(τ)ĉ

†
K0

(0)
]

= −〈Tτ ĉk0(τ)ĉ
†
k0

(0)〉K0 (4.19)

Or, d’après 4.8:

ĉk0(τ) = e−τξk0ck0 (4.20)

ĉ†k0
(0) = c†k0

(4.21)

Si τ > 0, on a donc:

G(0) = −〈e−τξk0ck0c
†
k0
〉

= −e−τξk0 (1 − fk0) (4.22)

avec fk0 = 1

e
βξk0 +1

On en déduit alors que:

G(iνn) =
∫ β

0
dτG(τ)eiνnτ

= − 1

iνn − ξk0

[
e(iνn−ξk0

)β − 1
]

︸ ︷︷ ︸
−(e−βξ+1)

[1 − fk0 ]︸ ︷︷ ︸
1

e−βξ+1

=
1

iνn − ξk0

(4.23)

On retrouve alors bien le résultat pour des électrons indépendants.

On peut alors effectuer le calcul à l’ordre 1. En utilisant le résultat 4.17, on obtient:

G(k0, τ) = −
Tr

[
e−βK0Tτ (S(β)ĉk0(τ)ĉ

†
k0

(0))
]

Tr [e−βK0S(β)]
(4.24)



En divisant alors numérateur et dénominateur par Tre−βK0 , on obtient une expression

plus utilisable de la fonction de Green:

G(τ, k) = −〈TτS(β)ĉk0(τ)ĉ
†
k0

(0)〉0
〈TτS(β)〉0

(4.25)

Introduisons alors l’expression de S au premier ordre S(β) = 1 − ∫ β
0 dτ1V̂ (τ1) dans 4.25:

G(τ, k) =
〈Tτ ĉĉ

†〉0 − 〈Tτ

∫ β
0 dτ1V̂ (τ1)ĉĉ

†〉0
1 − 〈∫ β

0 dτ1V̂ (τ1)〉0

≈
(
〈Tτ ĉĉ

†〉0 − 〈Tτ

∫ β

0
dτ1V̂ (τ1)ĉĉ

†〉0
)(

1 + 〈
∫ β

0
dτ1V̂ (τ1)〉0

)

≈ 〈Tτ ĉĉ
†〉0 −

[
〈Tτ

∫ β

0
dτ1V̂ (τ1)ĉĉ

†〉0 − 〈Tτ ĉĉ
†〉0〈Tτ

∫ β

0
dτ1V̂ (τ1)ĉĉ

†〉0
]

(4.26)

Or,d’après les résultats de l’ordre zéro, on a:

〈Tτ ĉĉ
†〉0 = e−τξk0 (1 − nk0) (4.27)

Nous pouvons ensuite évaluer le terme 〈Tτ

∫ β
0 dτ1V̂ (τ1)ĉĉ

†〉0. En effet, si on écrit:

V̂ (τ1) =
1

2Ω

∑
q

V (q)
∑
k1

ĉ†k1+q,↑ĉk1,↑
︸ ︷︷ ︸

ρ̂↑(q,τ1)

∑
k2

ĉ†k2−q,↓ĉk2,↓
︸ ︷︷ ︸

ρ̂↓(−q,τ1)

Ce qui implique que:

〈Tτ

∫ β

0
dτ1V̂ (τ1)ĉĉ

†〉0 =
1

2Ω

∑
q

∫ β

0
Vqdτ1〈ρ̂↑(q, τ1)〉〈ρ̂↓(−q, τ1)〉 (4.28)

puisque les spins ↑ et ↓ sont découplés. On peut alors directement réécrire le troisième

terme de 4.26:

〈Tτ

∫ β

0
dτ1V̂ (τ1)ĉĉ

†〉0 = 〈ρ↑ρ↓c↑c†↑〉0

= 〈ρ↑c↑c†↑〉0〈ρ↓〉0 (4.29)

Par ailleurs on a, par définition:

ρ↓(−q, τ) =
∑
k

ĉ†k−q,↓(τ)ĉk,↓(τ)

=
∑
k

eτ(ξk−q−ξk)c†k−q,↓(τ)ck,↓(τ) (4.30)



Ceci nous permet donc de dire que

〈ρ↓(−q, τ)〉 =


 0 si q �= 0∑

k nk,↓ si q = 0

On peut donc alors faire un bilan provisoire en écrivant l’expression de la correction à

l’ordre 1 à la fonction de Green:

G(1)(k0, τ) =
V0

2Ω

∑
k1,k2

∫ β

0
dτ1nk2,↓

[
〈Tτ ĉ

†
k1,↑(τ1)ĉk1,↑(τ1)ĉk0,↑(τ)ĉ

†
k0,↑(0)〉0

− 〈Tτ ĉ
†
k1,↑(τ1)ĉk1,↑(τ1)〉0〈ĉk0,↑(τ)ĉ

†
k0,↑(0)〉0

]
(4.31)

Si on regarde alors le premier terme de l’intégrale, on s’aperçoit qu’il faut que k1 = k0,

puisque l’hamiltonien H0 ne couple pas les différents k. En effet si k1 �= k0, les termes

en k1 et en k0 étant décorrélés, la correction au premier ordre est nulle. On obtient donc

finalement:

G(1) =
V0

2Ω


∑

k2

nk2,↓


∫ β

0
dτ1e

−τξk0


〈Tτ c

†
k0︸︷︷︸

(τ1)

ck0︸︷︷︸
(τ1)

ck0︸︷︷︸
(τ)

c†k0︸︷︷︸
(0)

〉0 − nk1,↑(1 − nk0,↑)


 (4.32)

puisque d’après les résultats 4.8:

ĉ†k1,↑(τ1)ĉk1,↑(τ1)ĉk0,↑(τ)ĉ
†
k0,↑(0) = eτξk1c†k1

e−τξk1ck1e
−τξk0ck0c

†
k0

= e−τξk0c†k1
ck1ck0c

†
k0

Ceci nous permet de dire que:

• Si τ1 > τ , alors G(1) = 0 car ck0ck0 = 0.

• Si τ1 < τ , 〈ck0c
†
k0
ck0c

†
k0
〉 = 1 − nk0

On a donc in fine, pour τ < β, seul domaine intéressant pour calculer ensuite G(iνn):

G(1) =
V0

2Ω


∑

k2

nk2,↓


∫ β

0
dτ1e

−τξk0 [θ(τ − τ1)(1 − nk0) − nk0(1 − nk0)]

=
V0

2Ω


∑

k2

nk2,↓


 (1 − nk0)e

−τξk0 (τ − βnk0) (4.33)

On veut à présent calculer G(1)(p, iωn). Cette grandeur s’écrit:

G(1)(p, iωn) =
∫ β

0
dτeiωnτG(1)(p, τ)

=
V0

2Ω
N↓(1 − nk0)

[∫ β

0
dττe(iωn−ξk0

)τ − βnk0

∫ β

0
dτe(iωn−ξk0

)τ

]
(4.34)



Le second terme de l’équation 4.34 est assez simple à calculer. Il est en effet essen-

tiellement constitué par, avec k0 ≡ p:

(1 − np)βnp

∫ β

0
dτe(iωn−ξp)τ = β (1 − np)︸ ︷︷ ︸

1

e−βξp+1

np
1

iωn − ξp

[
−e−βξp − 1

]

= −βnp
1

iωn − ξp
(4.35)

Le premier terme est un peu plus compliqué, mais le calcul se fait aisément si on

remarque que, avec Fα = (1 − np)
∫ β
0 dτe

ατ , le premier terme s’écrit:

∂Fα

∂α
|α=iωn−ξp

Or Fα = (1 − np)
1
α

[
eαβ − 1

]
, ce qui implique que:

∂Fα

∂α
|α=iωn−ξp = (1 − np)

[
− 1

α2

] [
eαβ − 1

]
+
β

α
eαβ

= −(1 − np)

{
1

(iωn − ξp)2

[
e−βξp + 1

]
− β

iωn − ξp
eαβ

}

=
1

(iωn − ξp)2
− np

1

iωn − ξp
β (4.36)

puisque

eβξp(1 − np) = e−βξp
1

1 + e−βξp

=
1

1 + eβξp
= np

On remarque alors que le second terme de l’équation 4.36 se simplifie avec le second terme

de l’équation 4.34. La fonction de Green s’écrit donc finalement:

G(1)(p, iωn) =
Vq=0

2Ω
N↓

(
1

iωn − ξp

)2

(4.37)

On s’aperçoit alors que le résultat est remarquablement simple. On peut donc supposer

que tant d’efforts pour un résultat si évident sont un peu superflu : il existe peut-être une

méthode moins fastidieuse pour y parvenir.

4.3 Diagrammes de Feynman

4.3.1 Théorème de Wick

La base de la méthode que nous allons exposer maintenant repose essentiellement sur

le théorème de Wick. Dans le calcul précédent, on a eu à calculer des termes du type



〈Tτ ĉ
†
k(τ

′)ĉk(τ ′)ĉp(τ)ĉ†p(0)〉0 Ce que nous faisons donc est donc de créer des états, puis de

les détruire, ou inversement. Le théorème de Wick nous dit alors que une telle moyenne

va être égale somme de termes constitués du produit de moyennes à deux termes appariés

deux à deux. Remarquons que ceci ne marche que parce que l’hamiltonien est gaussien.

Dans le calcul précédent nous avions à faire le calcul de:

〈TτSβcp(τ)c
†
p(0)〉0 =

∫ β

0
〈Tτc

†
k+q↑(τ

′)c†k′−q↓(τ
′)ck′↓(τ ′)ck↑(τ ′)cp↑(τ)c

†
p↓(0)〉0

les moyennes étant effectuées avec l’hamiltonien K0.

Quels appariements sont alors possibles? Tout d’abord, on peut dire que les valeurs

moyennes à deux opérateurs du type c†c† et cc vont être nulles. Par ailleurs, comme

l’hamiltonien K0 ne couple pas les spins, les appariements entre opérateurs qui ont des

spins différents vont également donner une valeur moyenne non nulle. Cependant, ceci ne

s’arrête pas là. En effet, nous n’avons jusqu’à présent considéré que le numérateur de la

fonction de Green. Mais si à présent on regarde l’expression complète, c’est-à-dire avec le

dénominateur, on a, au premier ordre:

G =
〈cpc†p〉 − 〈∫ β

0 Hintcpc
†
p〉

1 − ∫ β
0 dτ

′〈Hint〉

= 〈cpc†p〉 −
∫ β

0
dτ ′

(
〈Hintcpc

†
p〉 − 〈Hint〉〈cpc†p〉

)
(4.38)

Si on utilise alors le théorème de Wick, on voit que tous les appariements où l’on va

avoir des termes du type 〈cpc†p〉 vont s’annuler avec la contribution au premier ordre du

dénominateur. On peut par ailleurs montrer que ce résultat est vrai à quelque ordre que

ce soit.

Dans le cas particulier du modèle de Hubbard, que nous regardons depuis le début, il

ne reste alors plus qu’un appariement possible, étant donné que l’on ne peut coupler que

des opérateurs qui ont le même spin entre eux. On a donc un terme du type:

∑
k,k′,q

Vq

∫ β

0
dτ ′〈c†↑,k+q(τ

′)cp↑(τ)〉〈c†k′−q↓(τ
′)ck′(τ ′)〉〈ck↑(τ ′)c†p↑(0)〉 (4.39)

Comme toutes ces moyennes se font dans l’hamiltonien sans interactions, il faut qu’à

l’issue de l’action des deux opérateurs on retombe dans le même état. Ceci implique que:

• d’après le troisième terme que p = k

• d’après le deuxième terme que q = 0

• d’après le premier terme que k + q = p, ce qui est déjà vérifié d’après les deux

égalités précédentes.



On se retrouve donc avec un terme encore plus simple:

∑
k′
Vq=0

∫ β

0
dτ ′ 〈Tτc

†
p(τ

′)cp(τ)〉︸ ︷︷ ︸
G(p,τ−τ ′)

〈Tτc
†
k′(τ)ck′(τ)〉︸ ︷︷ ︸

nk′↓

〈Tτc
†
p(τ

′)cp(0)〉︸ ︷︷ ︸
G(p,τ ′−0)

(4.40)

Il suffit alors de remplacer les fonctions de Green par leurs expressions et d’intégrer.

Mais on peut encore faire plus simple.

4.3.2 Diagrammes de Feynman d’ordre 1

Reprenons le terme qui nous intéresse:

〈c†k3
c†k4
ck2ck1︸ ︷︷ ︸

Hint

cp↑c
†
p↑〉

avec ici k3 = k + q,k4 = k′ − q,k2 = k′ et k1 = k. On représente alors l’interaction par

un diagramme de Feynman(4.1), auquel on rajoute les termes c†p et cp qui constituent les

”pattes externes”.

a) b)

p,↑,iωn p,↑,iωn

k,↑,iν1 k+q,↑,iν3

k’,↓,iν2 k’-q,↓,iν4

p,↑,iωn p,↑,iωn

k+q,↑,iν1k,↑,iν1

k’-q,↓,iν2k’,↓,iν2

F=1 F=2

( ) ( ) kpcc pk =⇒+ 0'τ

Figure 4.1: Diagrammes de Feynman au premier ordre pour le modèle de Hubbard. L’un

est connecté (a) et l’autre est déconnecté (b).

Il y a un certain nombre de règles à utiliser pour construire les divers diagrammes:

• Dessiner tous les diagrammes plans, c’est-à-dire que l’on empêche les lignes de

fermions de se croiser, connectés, c’est-à-dire non sécables en deux parties, et topologique-

ment distincts. En effet, les diagrammes non connectés s’annulent avec le dénominateur,



et le fait de considérer les diagrammes plans permet de compenser le terme en 1/n!

provenant du développement de l’exponentielle.

• On connecte les diverses branches.

• Il faut assurer la conservation de toutes les quantités conservées par l’hamiltonien

libre (impulsion, spin...) le long d’une ligne. On peut par ailleurs travailler en

fréquence plutôt qu’en temps. L’Hamiltonien libre etant invariant par translation

dans le temps la fréquence est conservée le long d’une ligne.

• L’interaction est locale dans le temps

Hint =
∫ β

0
dτc†(τ)c†(τ)c(τ)c(τ)

ce qui donne en transformée de Fourier un terme en δ(ν1 + ν2 − ν3 − ν4). Il faut

donc assurer la conservation à chaque interaction de la fréquence totale. Pour des

interactions invariantes par translation dans l’espace l’impulsion totale doit être

également conservée.

• Chaque vertex d’interaction donne un facteur Vq pour un potentiel de la forme

(4.18) (le facteur 1/2 devant l’interaction est absorbe par le fait que pour un

seul diagramme topologiquement distinct il y a en fait deux contractions due a

l’indiscernabilite des pattes d’interaction).

• On intègre (ou on somme) sur tous les degrés de liberté restant : 1
Ω

∑
k,

1
β

∑
νn

.

• on attribue un signe à chaque diagramme, qui est donné par (−1)n+F , où n est

l’ordre du développement et F le nombre de boucles de Fermions. Ce rôle de F est

dû aux permutations qu’il faut effectuer pour obtenir un terme en cc†.

En ce qui concerne le modèle de Hubbard, si on considère le schéma (a) de la figure

4.1, qui est le seul diagramme connecté pour ce modèle, on peut évaluer directement la

fonction de Green. Elle vaut:

G(1) = +
∑
k,iνn

G(0)
↑ (p, iωn)G(0)

↑ (p, iωn)Vq=0G(0)
↓ (p, iνn)

=
1

βΩ

1

(iωn − ξp)2
Vq=0

∑
k,iνn

1

iνn − ξk

=
1

Ω

∑
k

f(ξk) =
∑
k

nk,↓ (4.41)



d’après les résultats sur les sommes de Matsubara.

Remarquons tout de même que ce résultat n’est pas ici strictement applicable. En effet,

si l’on reprend la démonstration de ce résultat, on a à un moment donné une intégrale

complexe à calculer, et qui s’écrit ici: ∮
dz

f(z)

z − ξk

que l’on intègre sur un contour circulaire afin de l’annuler. Cependant, la fonction f

n’assure la convergence de l’intégrant quand R → +∞ que pour les z tels que �(z) > 0

(on a dans l’exponentielle un terme en −R cos(θ)). En effet, le dénominateur ne converge

pas assez rapidement, dans le plan complexe, pour annuler l’intégrale. Pour que le résultat

soit toujours valable (et il l’est), il faut donc rajouter un terme dans l’intégrale comme

suit: ∮
dz

f(z)

z − ξk
e
(z)0†

Cette somme sur les frequences correspond en fait à évaluer la fonction de corrélation à

temps égaux Tτc(τ)c
†(τ), ce qui demande de définir l’ordre dans le temps à temps égaux.

La régularisation de l’integrale correspond donc à choisir que temps “égal” signifie τ = −0

de façon à avoir −Tτc(τ)c
†(τ) = c†(τ)c(τ).

Si maintenant on s’intéresse à un modèle plus général que le modèle de Hubbard, on

a une interaction qui s’écrit:

Hint =
1

2Ω

∑
k,k′,q,σ1,σ2

(c†k+qck)σ1(c
†
k′−qck′)σ2Vσ1σ2(q) (4.42)

L’interaction se symbolise alors par la figure 4.2.

On peut alors, en utilisant les diagrammes de Feynman, écrire directement la fonction

de Green à l’ordre 1(pour cela, il suffit de dessiner tous les diagrammes qui ne contiennent

qu’une seule fois l’interaction). Les seuls diagrammes à prendre en compte sont alors ceux

donnés figure 4.3

Les contributions à la fonction de Green à l’ordre 1 sont donc données par:

• pour le diagramme (a), on a G2(p, iωn) 1
βΩ

∑
k,iνn,σ2

V↑,σ2(q = 0)G(0)(k, iνn)

• pour le diagramme (b), on a −G2(p, iωn) 1
βΩ

∑
k,iνn, V↑,↑(q = k − p)G(0)(k, iνn)

4.3.3 Diagrammes de Feynman d’ordre 2

A l’ordre 2, pour le même genre d’interaction, on a beaucoup plus de diagramme, dont

certains sont donnés figure 4.4. Cette figure montre par ailleurs une représentation plus

schématique encore de ces diagrammes.



k,σ1

k’-q,σ2

k+q,σ1

k’,σ2

Vqσ1σ2

Figure 4.2: Représentation de l’interaction dans un cas plus général.

a) b)

p,↑,iωn p,↑,iωn

k,↑ k+q,↑

k’,σ2 k’-q,σ2

p,↑,iωn p,↑,iωn

k,↑,iν1

p,↑,iωn

p,↑,iωnk,↑,iν2

F=1 F=0

( ) ( ) kpcc pk =⇒+ 0'τ

Vq=0

Vk-p

Figure 4.3: Diagrammes de Feynman pour une interaction plus générale que le modèle de

Hubbard.

On peut alors faire une remarque supplémentaire. On va pouvoir trouver des ”séries

géométriques” de diagrammes de Feynman, comme représenté figure 4.5.

Cette série s’écrit, en terme de fonction de Green, si l’on représente l’interaction par

{}:

G0(p, iνn) +
(
G0(p, iνn)

)2
{} +

(
G0(p, iνn)

)3
{}2



Figure 4.4: Exemples de diagrammes de Feynman d’ordre 2. Les huit diagrammes du

haut ont leur équivalent plus schématique en bas.

Figure 4.5: Exemple de ”série géométrique” de diagrammes.

+
(
G0(p, iνn)

)4
{}3 =

G0(p, iνn)

1 − {}(p, iνn)G0(p, iνn)
(4.43)

On voit donc que plus l’ordre de la perturbation augmente plus la fonction de Green

libre apparâıt avec une puissance élevée. Comme l’on s’interesse ultimement aux pro-

priétés de basse énergie du système ((ω, ξk) → 0), on voit qu’un série de perturbation

brutale est vouée à l’échec car l’ordre n+ 1 sera plus divergent que l’ordre n, et ce même

si la partie venant de l’interaction {} se comporte de façon parfaitement régulière.

Il est en fait plus astucieux de resommer toute la série géométrique pour obtenir.

1

[G0(p, iνn)]−1 − Σ(p, iνn)
=

1

iνn − ξp − Σ(p, iνn)

Cette expression ne contient bien sur qu’une partie de tout les diagrammes, mais une



telle resommation peut en fait se généraliser à tous les ordres.

4.3.4 Equation de Dyson. Self-énergie Σ

On peut montrer (Equation de Dyson) que la fonction de Green exacte est:

G(p, iνn) =
1

iνn − ξp − Σ(p, iνn)
(4.44)

où Σ est la self-énergie . Pour obtenir Σ il faut écrire tous les diagrammes qui sont une

particule irréductible, c’est-à-dire les diagrammes qui ne peuvent pas être coupés en deux

si l’on coupe une et une seule ligne de fermions. On retire de plus les “pattes” externes

de ces diagrammes. Par exemple, le terme du premier ordre de la série géométrique

représentée figure 4.5 rentrera dans la détermination de Σ, mais pas les termes d’ordre

supérieurs. Autre exemple : dans les diagrammes représentés dans la figure 4.4, les deux

premiers diagrammes de la première ligne ne sont pas avec une particule irréductible,

alors que les autres le sont.

L’équation de Dyson s’avère être un outil extrêmement puissant. En effet, elle évite

l’effet pervers du calcul en perturbation qui est que lorsque l’on augmente l’ordre en

diagramme, l’effet des singularités augmente, ce qui oblige à aller à l’ordre infini pour

avoir un résultat correct.

Calcul à l’ordre 1

On va maintenant calculer la self énergie au premier ordre pour l’hamiltonien d’interaction:

Hint =
∑

k,k′,q,σ

V (q)c†k+q,σc
†
k′−q,σ′ck′,σ′ck,σ

Les deux diagrammes à prendre en compte sont ceux donnée figure 4.3. On a alors

deux termes, le terme de Hartree et le terme deFock :

Σ
(1)
(H) =

1

β

1

Ω

∑
ν′,k′,σ′

V (q = 0)
1

iν ′ − ξk′

=
2

Ω

∑
k′
f(ξ′k)V (q = 0) (4.45)

Σ
(1)
(F ) = − 1

β

1

Ω

∑
ν′,k′

V (q = k − k′)
1

iν ′ − ξk′

= − 1

Ω

∑
k′
f(ξ′k)V (k − k′) (4.46)



Quelle est alors la signification physique de ces résultats? On montrera très bientôt

que si d’une part on effectue un prolongement analytique, c’est-à-dire si l’on remplace dans

l’expression de G iωn par ω+iδ, cela nous permet de définir une fonction de Green retardée

par Gret(ω, k) = GMats.(iωn → ω + iδ, k), Cette fonction retardée permet de calculer la

densité spectrale par:

A(k, ω) = − 1

π
� [Gret(ω, k)] (4.47)

Dans ce cas, la fonction de Green retardée s’écrit:

Gret(ω, k) =
1

ω − ξk − ΣH − ΣF + iδ

ce qui donne:

� [Gret] = −δ


ω − (ξk + ΣH + ΣF + iδ)︸ ︷︷ ︸

Ek




Il s’agit toujours d’une fonction δ, comme pour les particules libres. Le terme de

Hartree ne fait que déplacer le potentiel chimique. Il correspond à une interaction de la

particule que l’on a rajoutée avec la densité moyenne des particules du système. Le terme

de Fock n’existe que grâce à l’indiscernabilité des particules: on ajoute une particule qui

interagit avec la moyenne des autres particules et l’on détruit une particule du milieu.

On commence déjà à percevoir un premier effet des interactions : la modification des

paramètres physiques. En effet, le terme de Fock peut à priori dépendre de l’impulsion.

On voit donc que la nouvelle énergie des excitations serait ξk +Σ(k). Une telle redefinition

des énergies peut être absorbée dans une redéfinition de la masse des particules

h̄2k2

2m∗ = Ek

Aucun des termes d’ordre un n’est cependant capable de donner un temps de vie

fini aux excitations. La fonction spectrale reste une pure fonction δ. Ceci n’est pas

physiquement raisonnable car du fait des interactions une particule doit pouvoir echanger

de l’énergie avec le milieu. Il est donc nécessaire d’aller à l’ordre suivant pour voir de tels

effets.

Calcul à l’ordre 2

Il faut donc aller à l’ordre 2 pour éventuellement commencer à voir l’effet dynamiques

des interactions. Si l’on considère alors pour le calcul de Σ les diagrammes avec une

particule irréductible représentés figure 4.4, on voit que le seul qui va importer est le

dernier représenté, puisque c’est le seul où, apparemment, la self-énergie va dépendre de



iω. En fait on peut montrer que c’est effectivement le seul qui va donner une contribution

traduisant réellement l’effet des interactions, à savoir la transformation du pic delta en

une fonction plus large.

Traçons donc le diagramme soigneusement (figure 4.6).

ωσ ik ,, ωσ ik ,,

222 ,, νσ ik

123

2123 ,,

ννωω
σ
iii

kkkk

−+=
−+=

σν ,, 11 ik

( )1kkV − ( )kkV −1

Figure 4.6: Diagramme de Feynman pour le calcul de la fonction self-énergie à l’ordre 2.

Les valeurs indiquées satisfont bien aux règles de conservation et au fait que l’interaction

ne change pas le spin.

Si on écrit alors la valeur de la self-énergie pour ce diagramme, on a:

Σ(2) = −2
1

β2Ω2

∑
iν1,iν2

∑
k1,k2

V (k1 − k)V (k − k1)G0(iν1, k1)G0(iν2, k2)G0(iν3, k3)

= −2
1

β2Ω2

∑
iν1,iν2

∑
k1,k2

V (k1 − k)V (k − k1)
1

iν1 − ξk1

1

iν2 − ξk2

1

iν3 − ξk3

(4.48)

le facteur 2 provenant de la sommation sur σ2.

Il faut impérativement faire les sommes de Matsubara avant le prolongement analy-

tique. La première somme s’écrit :

1

β

∑
ν1

1

iν1 − ξk1

1

iω + iν2 − iν1 − ξk+k2−k1

=
1

iω + iν2 − ξk1 − ξk3

f(ξk1) −

−
[

1

iω + iν2 − ξk1 − ξk3

f(−ξk3 + iω + iν2)

=
1

iω + iν2 − ξk1 − ξk3

[f(ξk1) − f(−ξk3)] (4.49)



puisque, f étant la fonction de Fermi-Dirac, on a f(−ξk3 + iω + iν2) = f(−ξk3), par

définition des fréquences de Matsubara.

Si l’on fait alors la seconde somme, on a:

∑
ν2

1

iω + iν2 − ξk1 − ξk+k2−k1

1

iν2 − ξk2

=
1

iω + ξk2 − ξk1 − ξk+k2−k1

[f(ξk2) − f(ξk1 + ξk3 − iω)]

=
1

iω + ξk2 − ξk1 − ξk+k2−k1

[
f(ξk2) + fB(ξk1 + ξk3)

]
(4.50)

où fB est le facteur de Bose. Finalement, on obtient pour la self-énergie:

Σ = − 1

Ω2

∑
k1,k2

|V (k − k1)|2
iω + ξk2 − ξk1 − ξk3

[f(ξk1) − f(−ξk3)]
[
f(ξk2) + fB(ξk3 + ξk1)

]
(4.51)

Sans calculer pour l’instant explicitement la self-énergie, on peut écrire qu’après le

prolongement analytique iω → ω + iδ, la self énergie s’écrit Σ = Σ′ + iΣ′′. On a alors:

Gret =
1

ω − ξk − Σ′ − iΣ′′

=
(ω − ξk − Σ′) + iΣ′′

(ω − ξk − Σ′)2 + (Σ′′)2 (4.52)

ce qui implique que la fonction densité spectrale va s’écrire:

A(ω, k) =
Σ′′

(ω − ξk − Σ′)2 + (Σ′′)2 (4.53)

On voit alors que même si Σ n’est qu’un simple constante, on obtient une lorentzienne.

La partie imaginaire de la self-energie donne donc le temps de vie des quasi-particules.

Calculons cette partie imaginaire en faisant le prolongement analytique. On a alors:

Σret = − 1

Ω2

∑
k1,k2

|V (k − k1)|2
ω + ξk2 − ξk1 − ξk3 + iδ

[f(ξk1) − f(−ξk3)]
[
f(ξk2) + fB(ξk3 + ξk1)

]
(4.54)

On peut alors calculer directement la partie imaginaire de la self énergie retardée en

utilisant que 1
x+iε

= 1
x
− iπδx:

Σ′′
ret=i

π

Ω2

∑
k1,k2

|V (k − k1)|2 [f(ξk1) − f(−ξk3)]
[
f(ξk2) + fB(ξk3 + ξk1)

]
δ(ω + ξk2 − ξk1 − ξk3)

=i
π

Ω2

∑
k1,k2

|V (k − k1)|2 [f(ξk1) − f(ξk1 − ω − ξk2)]
[
f(ξk2) + fB(ω + ξk2)

]
δ(ω + ξk2 − ξk1 − ξk3)(4.55)
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Figure 4.7: Représentation à température nulle des facteurs de Fermi et de Bose inter-

venant dans la self énergie. On voit que les valeurs de ξ1 et ξ2 sont limités à un petit

domaine ω autour de la surface de Fermi.

Si on veut alors effectuer l’intégration sur k1 et k2, on s’aperçoit que celle-ci va être

très pénible puisque le vecteur k3 va dépendre des coordonnées angulaires de ces deux

vecteurs.

Cependant, dans l’expression de Σ′′ apparaissent des termes qui imposent que −ω ≤
ξ2 ≤ 0 et que 0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 + ω ≤ ω, comme indiqué figure 4.7. Dans la mesure où l’on

ne considère que des excitations de basse énergie, c’est-à-dire ω << EF , ceci signifie que

les énergies et ne vont que très peu dépendre des angles entre les vecteurs ki. Ceci est

d’autant plus vérifié que l’on est à grande dimension. Pour simplifier le calcul, regardons

donc la self energie moyennée sur k3:

Σ′′
ret(ω) =

1∑
k 1

∑
k

Σ′′(k, ω)

Si on remplace les sommations sur les vecteurs d’ondes par les intégrales, en supposant

pour simplifier que V (q) = V = Cste, on obtient:

Σ′′
ret =

πV 2

(2π)3d

∫
dk1dk2dk3δ(ω + ξk2 − ξk1 − ξk3)[f(ξk1) − f(ξk1 − ω − ξk2)] ×[

f(ξk2) + fB(ω + ξk2)
]

(4.56)



Q

En introduisant la densité d’état en énergie, et en supposant que celle-ci est constant

sur les intervalles d’énergies considérés (ce qui est légitime car ω << EF ), on a:

Σ′′
ret =

n(EF )3πV 2

(2π)3d

∫
dξk1dξk2dξk3δ(ω + ξk2 − ξk1 − ξk3) ×

[f(ξk1) − f(ξk1 − ω − ξk2)]
[
f(ξk2) + fB(ω + ξk2)

]
(4.57)

Finalement, le delta supprime une sommation et, en prenant en compte les restrictions

imposées par les facteurs de remplissage:

Σ′′
ret = −n(EF )3πV 2

(2π)3d

∫ 0

−ω
dξk2

∫ ξk2
+ω

0
dξk1

= −n(EF )3πV 2

(2π)3d

∫ 0

−ω
dξk2(ξk2 + ω)

= −n(EF )3πV 2

(2π)3d
[ω2 − ω2

2
] = −n(EF )3πV 2

(2π)3d

ω2

2
(4.58)

Remarques:

1. on a considéré que le potentiel valait V (x−x′) = V0δ(x−x′), c’est-à-dire que V (q) =

Cste. Ceci n’est pas une approximation délirante, attendu que plus généralement, si

l’interaction est à courte portée (λ), on a une largeur de l’interaction dans l’espace

réciproque λ−1. Comme on est toujours proche de kF , on peut souvent ne tenir

compte que de V (q ≈ 0).

2. pour le calcul à l’ordre 2, le diagramme tout en bas à gauche de la figure 4.4 con-

tribuait également. Plus exactement, c’est le même que celui que nous avons calculé

lorsque l’interaction est de portée nulle (ce que nous avons supposé, cf. remarque

1).

4.4 Discussion physique

4.4.1 Poids spectral des quasi-particules

Considérons dans un premier temps que Σ′′ est nulle. La fonction de Green retardée

s’écrit alors:

Gret(ω, k) =
1

ω − ξk − Σ′ + iδ

ce qui implique que la densité spectrale va s’écrire:



A(k, ω) = δ


ω − (ξk + Σ′(ω, k))︸ ︷︷ ︸

Ek


 = Zk(ω − Ek) (4.59)

où l’existence de Zk provient du fait que Σ′ dépend également de ω, et que l’on a la

relation δ[f(x)] = δ(x− xi)
1

f ′(xi)
, où xi est tel que f(xi) = 0. Or ici:

f(ω) = ω − ξk − Σ′(k, ω)

ce qui implique que:
1

Zk

=
∂f

∂ω
= 1 −

(
∂

∂ω
Σ′(ω, k)

)
ω=Ek

(4.60)
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Figure 4.8: Représentation de la densité spectrale pour Σ′′ = 0. Les quasi-particules se

comportent comme des particules, à ceci près qu’elles ont un poids spectral inférieur à 1

Le problème qui se pose ici est qu’à priori Zk �= 1, ce qui contredit la conservation des

probabilités. Ceci provient du fait que l’on a fixé arbitrairement Σ′′ = 0, ce qui implique

en fait que Σ′ = 0. Il y a en fait une partie de la densité spectrale composée d’excitations

incohérentes (figure4.8).

4.4.2 Masse effective

Dans un problème d’électrons indépendants, on a:

ξk =
k2

2m
− µ (4.61)



Q

Cependant, dans le problème de particules en interactions, va apparâıtre une masse

effective que l’on peut définir formellement par:

Ek = E0 +
k2

2m∗ − µ (4.62)

Dans l’équation 4.62, E0 représente un décalage en énergie, qui peut par exemple provenir

du terme d’Hartree.

Il est alors légitime de se demander ce que vaut le rapport m
m∗ . On a par définition de

Ek:

Ek = ξk + Σ′(k, ω) =
k2

2m
+ Σ′(k, ω) (4.63)

Par ailleurs, on a d’une part:(
∂Ek

∂ξk

)
=

∂Ek

∂k

(
∂ξk
∂k

)−1

=
k

m∗
m

k
=

m

m∗ (4.64)

et d’autre part, d’après l’équation 4.63:(
∂Ek

∂ξk

)
=

∂Ek

∂k

(
∂ξk
∂k

)−1

=
m

k

(
k

m
+
∂Σ′

∂k

)

= 1 +
m

k

∂Σ′

∂k
(4.65)

Par ailleurs, on a, en se souvenant que ω = Ek:

∂Σ′

∂k
=
∂Σ′

∂ω

k

m∗ +
∂Σ′

∂k

ce qui implique, en injectant cette expression dans 4.65 et en égalant celle-ci à 4.64,que:

1 +

(
∂Σ′

∂ω

)
omega=Ek

m

m∗ +
m

k

∂Σ′

∂k
=

m

m∗ (4.66)

Si on écrit alors que m
k

∂Σ′
∂k

=
(

∂ξk

∂k

)−1
∂Σ′
∂k

= ∂Σ′
∂ξk

, en remaniant l’expression 4.66, on

obtient que:

m

m∗ = lim
ξk→0




1 + ∂Σ′(ω,k)

∂ξk

1 − ∂Σ′(ω,k)
∂ω




ω=Ek


 (4.67)

L’équation 4.67 montre alors que si Σ′ est indépendant de k, alors le rapport m
m∗ ≈

Z(k = kF ).



4.4.3 Temps de vie des quasi-particules

Reprenons l’expression 4.53, où on avait supposé que Σ′ = Cste:

A(ω, k) =
Σ′′

(ω − ξk − Σ′)2 + (Σ′′)2 (4.68)
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Figure 4.9: Densité spectrale pour Σ′′ = Cste. On constate l’apparition d’une largeur de

la densité spectrale, synonyme d’un temps de vie de la quasi-particule.

La quasi-particule possède ici un temps de vie fini (figure 4.9), donné par τ−1 = Σ′′,

ce temps de vie se rajoutant à une masse effective différente de m et au poids de quasi-

particule. Cependant, dire que ceci correspond à un temps de vie n’a de sens que si

τ >> 1
Ek

, soit:

Σ′′ << Ek (4.69)

ce qui s’exprime aussi par Σ′′ << ω, toutes les énergies du système étant confinée dans

une bande ω autour de EF .

Cependant, le calcul au second ordre que nous avons vu précédemment nous indique

que Σ′′ ∝ V 2ω2 (équation 4.58). Ceci nous indique que plus on se rapproche du niveau

de Fermi (caractérisé par k → kF , ω → 0 et T → 0), plus la quasi-particule va ressem-

bler à un objet sans interactions : les excitations de basse énergie sont pratiquement

des excitations libres. De plus, cette dépendance en ω ne provenait en fait que de con-

traintes ”géométriques” de l’espace des phase. Ce comportement est donc directement lié

à l’existence même d’une surface de Fermi.



Q

Ceci a pour origine une théorie beaucoup plus générale, qui est la théorie de Landau

des liquides de Fermi. Cette théorie a une portée extrêmement générale (fermions lourds,

hélium 3), même si il existe certains systèmes où elle ne s’applique pas, en particulier

ceux où la surface de Fermi est détruite par les interactions (interactions attractives par

exemple).





Chapter 5

Etude de la réponse d’un gaz

d’électrons à une perturbation

extérieure. Réponse linéaire

5.1 Réponse à une perturbation dépendant du temps

On considère un système représenté par un hamiltonien

H = Hcin +Hint (5.1)

On applique alors à ce système une perturbation à priori dépendante du temps et de

l’espace, ce qui transforme l’hamiltonien en:

H +
∫
dxh(x, t)O(x, t) (5.2)

où h est un champ extérieur et O une observable qui lui est couplée, telle que 〈O〉 = 0.

Par exemple:

Observable O Champ h

ψ+ψ − ρ0 (densité) µ (potentiel chimique)

ρ↓ − ρ↑ (densité de spin) h (champ magnétique)

j(x) (courant électrique) �A

On veut alors savoir ce que vaut:

〈O(x0, t0)〉H+Hpert

61



Ceci constitue un problème quasi-inextricable, sauf si on ne s’intéresse qu’à la partie

linéaire de la réponse, autrement dit uniquement au premier ordre en h, c’est-à-dire si on

cherche χ(x0, x, t0, t) telle que:

〈O(x0, t0)〉H+Hpert =
∫
dxdtχ(x0, x, t0, t)h(x, t) (5.3)

Dans le cadre de cette approximation, χ ne se calcule qu’à l’ordre zéro en h, c’est-à-dire

uniquement avec H : c’est là que réside l’immense simplification de la réponse linéaire.

Notons que si H ne dépend pas du temps et est invariant par translation dans l’espace,

la relation 5.3 s’écrit dans l’espace réciproque:

O(q, ω) = χ(q, ω)h(q, ω) (5.4)

5.2 Moyennes. Opérateur densité

Il nous faut maintenant définir ce que signifie 〈〉H+Hpert . Rappelons que siH est indépendant

du temps, alors on a:

〈O〉 =
Tr

[
e−βHeiHtOe−iHt

]
Tr [e−βH ]

(5.5)

Ici, H dépend du temps, et donc il survient deux problèmes pour généraliser l’équation

5.5:

1. L’évolution d’un opérateur dans le temps n’est plus donnée par eiHt. Cependant on

pourrait trouver une généralisation à partir de l’équation de Schrödinger.

2. Le facteur eβH perd tout son sens. En effet, que faut il mettre pour H?. Le problème

est que la dépendance temporelle de H fait perdre son sens à la notion d’équilibre

thermodynamique.

On va donc introduire la matrice (ou opérateur) densité du système. Celle-ci est

définie, si le système est dans un état pur |ψ0〉 , par:

ρ = |ψ0〉〈ψ0|

On a alors Trρ = 1 et

〈ψ0|O|ψ0〉 = 〈O〉 = Tr[ρO]

.

Plus généralement, on définit l’opérateur densité par:

ρ =
∑
n

cn|n〉〈n| (5.6)



où les cn sont choisis de telles sortes que Trρ = 1. Il est alors évident que l’on a:

〈O〉 = Tr[ρO] (5.7)

On peut alors, à l’aide de cet opérateur, écrire une valeur moyenne à l’instant t.

Pour cela, on va supposer que la perturbation est adiabatique, c’est-à-dire que les cn ne

changent pas au cours du temps. Physiquement, ceci signifie que l’on a placé le système en

contact avec un réservoir, que ses niveaux se sont peuplés, et qu’on le laisse évoluer après

avoir coupé le contact avec le réservoir en considérant que même si les niveaux d’énergies

changent, leur peuplement reste le même au cours du temps. On a alors:

ρ =
∑
n

cn|ψn(t)〉〈ψn(t)| (5.8)

Il faut alors connâıtre l’équation du mouvement de ρ(t). On a, en dérivant l’équation

5.8:

i
∂ρ(t)

∂t
=
∑
n

cn

(
i
∂|ψ〉
∂t

〈ψ| + |ψ〉i∂〈ψ|
∂t

)
(5.9)

Or i∂t|ψ〉 = H|ψ〉 et −i∂t〈ψ| = 〈ψ|H donc:

i
∂ρ(t)

∂t
=

∑
n

cn [H(t)|ψ〉〈ψ| − |ψ〉〈ψ|H(t)]

= [H(t), ρ(t)] (5.10)

L’équation d’évolution de ρ étant déterminée, tout le problème consiste à calculer ρ(t)

pour pouvoir calculer la moyenne:

〈O〉t = Tr[ρ(t)O]

On va supposer de plus que h(x, t = −∞) = 0, ce qui signifie que l’on va réécrire le

champ extérieur comme:

h(x, t)e−δ|t|

On a alors:

ρ(t = −∞) = e−βH = ρ0 (5.11)

ce qui nous donne les conditions initiales. Il suffit (!) alors de résoudre l’équation

différentielle.



5.3 Réponse linéaire. Théorème de fluctuation-dissipation

5.3.1 Résolution de l’équation d’évolution de ρ dans le cadre de

la réponse linéaire

Si on se replace alors dans l’approximation de la réponse linéaire, on peut écrire que:

ρ(t) = ρ0 + f(t)

avec f ∝ h. L’équation différentielle 5.10 se réécrit alors, dans le cadre de cette approxi-

mation:

i
∂f(t)

∂t
= [H +Hp(t), ρ0 + f(t)]

� [H, ρ0]︸ ︷︷ ︸
=0

+ [H, f(t)] + [Hp(t), ρ0] (5.12)

soit:

i
∂f(t)

∂t
− [H(t), f(t)] = [Hp(t), ρ0] (5.13)

Par ailleurs, on a:

i∂t

(
eiHtf(t)e−iHt

)
= −HeiHtfe−iHt + eiHtfHe−iHt + ieiHt

(
∂f

∂t

)
e−iHt

= eiHt

[
i
∂f(t)

∂t

]
e−iHt + eiHt [H, f(t)] e−iHt (5.14)

Si on reporte ce résultat dans l’équation 5.13, on obtient:

i∂t

[
eiHtf(t)eiHt

]
= eiHt [Hp, ρ0] e

−iHt (5.15)

Si on définit à nouveau les opérateurs f̂ = eiHtf(t)e−iHt, et que l’on remarque que H

et ρ0 commutent, par définition de ρ0, on obtient que:

eiHt [Hp, ρ0] e
−iHt =

[
eiHtH(t)e−iHt, ρ0

]
=

[
Ĥp(t), ρ0

]
(5.16)

On peut donc réécrire l’équation 5.15 selon:

i
∂f̂(t)

∂t
=
[
Ĥp(t), ρ0

]
(5.17)

Remarquons que dans ce cas, la dépendance en temps de l’opérateur Ĥp provient de

deux sources différentes.



L’intégration de l’équation différentielle est maintenant évidente:

f̂(t) = −i
∫ t

−∞
dt′

[
Ĥp(t

′), ρ0

]
(5.18)

Ce qui se réécrit comme:

f(t) = −i
∫ t

−∞
dt′e−iHt [Hp(t

′), ρ0] e
iHt (5.19)

5.3.2 Calcul de la valeur moyenne de O

Par ailleurs, comme on a supposé que 〈O〉 = Tr [ρ0O] = 0, on a:

〈O(x0, t0)〉 = Tr [ρ(t0)O(x0)] = Tr [f(t0)O(x0)] (5.20)

On peut alors, en utilisant ce dernier résultat, calculer la valeur moyenne de O à l’aide

de 5.19:

〈O〉t0 = −i
∫ t0

−∞
dt′Tr

[
e−iHt0 [Hp(t

′), ρ0] e
iHt0O(x0)

]
= −i

∫ t0

−∞
dt′Tr

[
[Hp(t

′), ρ0] Ô(x0, t0)
]

(5.21)

la dernière équation ayant été obtenue en utilisant l’invariance dde la trace par permuta-

tion circulaire (Tr[ABC] = Tr[CAB] = Tr[BCA]).

On peut réutiliser cette invariance pour écrire que:

Tr [(Hρ0 − ρ0H)O] = Tr [ρ0OH − ρ0HO]

= [ρ0 [O,H]] (5.22)

ce qui nous permet de réécrire l’équation 5.21:

〈O〉t0 = −i
∫ t0

−∞
dt′Tr

[
ρ0

[
Ô(x0, t0), Ĥp(t

′)
]]

= −i
∫
dx

∫ t0

−∞
dtTr

[
ρ0

[
Ô(x0, t0), Ô(x, t)

]]
h(x, t) (5.23)

Si on compare l’expression 5.23 à l’expression 5.3, on en conclut que:

χ(x0, x, t0, t) = −iθ(t0 − t)Tr
[
ρ0

[
Ô(x0, t0), Ô(x, t)

]]
= −iθ(t0 − t)〈

[
Ô(x0, t0), Ô(x, t)

]
〉H (5.24)

le fait que l’on fait la moyenne en utilisant H vient du fait que seul l’opérateur densité ρ0

intervient dans la trace.



Ce résultat est en fait extrèmement général et est connu sous le nom de théorème de

fluctuation dissipation:

Pour un système qui est à l’équibre thermodynamique, la réponse linéaire à une pertur-

bation extérieure est entièrement déterminée par les fluctuations du système en l’absence

de perturbation.

En fait, ceci se comprend assez bien. En effet, si le système ne présente aucune

fluctuation, c’est que tout écart au niveau fondamental est très défavorable et donc que le

système va avoir du mal à réagir à une perturbation extérieure. Inversement, si le système

fluctue énormément, on va pouvoir atteindre facilement à l’aide de la perturbation des

états qui ne sont pas le fondamental.

5.4 Calcul de χ

5.4.1 Expression de χ en représentation de Matsubara

On cherche maintenant à savoir comment s’écrit χMat(q, iωn).

Supposons dans un premier temps que cette fonction s’écrive:

χMat(x, τ) = −〈TτO(x, τ)O+(0, 0)〉 (5.25)

En général, on veut plutôt χMat(q, iωn), qui s’écrit:

χMat(q, iωn) = −
∫
dx

∫ β

0
dτeiωnτe−iqx〈O(x, τ)O+(0, 0)〉

= − 1

(βΩ)2

∑
q1,n1,q2,n2

∫
dx

∫
dτe−i[(q−q1)x−(ωn−ωn1)τ ]

︸ ︷︷ ︸
βΩδ(q−q1)δ(ωn−ωn1 )

〈O(q1, iωn1)O(q2, iωn2)〉

= − 1

βΩ

∑
q2,n2

〈O(q, ωn)O+(q2, ωn2)〉

= − 1

βΩ
〈O(q, ωn)O+(q, ωn)〉 (5.26)

car impulsion et fréquences doivent être conservées par l’Hamiltonien non perturbé (in-

variance par translation dans le temps et dans l’espace).

Supposons à présent que O vaille, par exemple:

O = ψ+(x, τ)ψ(x, τ)

Soit:

O(q, iωn) =
∑
k,ν

c+k−q,iν−iωn
ck,iν (5.27)



χ

Le calcul de χ(k, iωn) est alors formellement identique à celui de la fonction de Green.

On avait en effet dans ce cas à calculer 〈c+c〉, et ici on a à calculer la valeur moyenne

donnée dans l’équation 5.26. On peut donc effectuer le même traitement que celui effectué

dans le chapitre 4.1, pour aboutir à une représentation diagrammatique. Cependant, il

va y avoir de légère différences, comme par exemple la représentation des opérateurs O

et O+ comme montré figure 5.1, conforme à l’expression 5.27 de O et à son expression

conjugée.

11, νik niiqk ων ++ 11 ,

niq ω,

( )niqO ω,+ ( )niqO ω,

niq ω,

niiqk ων ++ 22 , 22 , νik

Figure 5.1: Représentation diagrammatique des opérateurs O et O+

Remarques :

1. ici, contrairement à ce qui se passe dans le cas des fonctions de Green, la fréquence

ωn est une fréquence de boson. En effet, dans la représentation de l’interaction, ν1

et ν1 + iωn doivent être des fréquences de fermions, et donc s’écrire sous la forme
(2n+1)π

β
. Ceci n’est possible que si

ωn =
2nπ

β

2. la forme de la représentation s’interprète grâce à la perturbation extérieure, dont le

rôle est ici non pas — contrairement à ce qui se passait pour la fonction de Green

— d’injecter une particule dans le système, mais uniquement de l’impulsion et de

l’énergie (ω).



On sait donc calculer l’objet χMat(q, iωn). Cependant, ce que l’on veut véritablement

calculer est la grandeur donnée dans l’équation 5.24:

χRet(q, ω) = −iθ(t0 − t)〈
[
Ô(x0, t0), Ô(x, t)

]
〉H

On peut en fait montrer que:

χRet(q, ω) = χMat(q, iωn → w + iδ) (5.28)

où δ est une quantité infinitésimale positive, dont le rôle fondamental est d’assurer la

causalité, qui existe dans χRet(q, ω) du fait du facteur θ(t0 − t).

5.4.2 Calcul à l’ordre zéro de la compressibilité et de la suscep-

tibilité magnétique

Les bases du calcul sont présentées dans le tableau suivant.

Compressibilité Susceptibilité

Def. thermo. κ = ∂N
∂µ

∂m
∂h

Hamiltonien
∫
µ(x, t)ρ(x)

∫
hmz

Grandeur moyenne ρ = ψ+
↑ ψ↑ + ψ+

↓ ψ↓ mz = 1
2
(ψ+

↑ ψ↑ − ψ+
↓ ψ↓)

Fonction de corrélation χ = 〈ρρ〉 〈mzmz〉

On peut alors représenter le calcul à l’ordre zéro en interaction par la figure 5.2

Si on connecte les diagrammes en respectant les règles (figure 5.3), on s’aperçoit que

l’on a deux fois le même diagramme à la direction du spin près, ce qui ne joue pas puisque

la fonction de Green ne dépend pas du spin. On s’aperçoit également que le calcul à

l’ordre zéro est le même pour les deux fonctions de corrélation : la compressibilité et la

susceptibilité magnétique sont les mêmes à l’ordre zéro en interaction.

Les relations de conservation impliquent que, en utilisant les notations de la figure 5.3:

k1 = k2 = k; ν1 = ν2 = ν

La contribution de ce diagramme s’écrit donc:

χ(q, iω) =
2

βΩ

∑
k,iν

G(0)(k + q, iν + iω)G(0)(k, iν)

=
2

Ωβ

∑
k,iν

{
1

iν + iω − ξk+q

1

iν − ξk

}



χ

+ +

_ _

11,νk

11,νk

22 ,νk

22 ,νk

nqk ων ++ 11 ,

nqk ων ++ 11 ,

nqk ων ++ 22 ,

nqk ων ++ 22 ,

Figure 5.2: Représentation du calcul des fonctions de corrélation 〈ρρ〉 (en haut) et 〈mzmz〉
(en bas).

niiqk ων ++ 11 , niiqk ων ++ 22 ,

11, νik
22 , νik

Figure 5.3: Représentation de la fonction de corrélation pour la compressibilité et la

susceptibilité

=
2

Ω

∑
k

{
f(ξk)

ξk + iω − ξk+q

+
f(ξk+q − iω)

ξk+q − ξk − iω

}

=
2

Ω

∑
k

{
f(ξk) − f(ξk+q)

iω + ξk − ξk+q

}
(5.29)



en utilisant que iω est une fréquence de boson et donc que f(ξ−iω) = f(ξ+iω) = f(ξ).

On peut alors directement en déduire la fonction retardée:

χRet(q, ω) =
2

Ω

∑
k

{
f(ξk) − f(ξk+q)

ω + ξk − ξk+q + iδ

}
(5.30)

Si maintenant on souhaite avoir la réponse à un champ uniforme et statique, on doit

prendre la limite ω → 0; q → 0. Mais dans quel ordre?

Si l’on veut des quantités thermodynamiques, il faut d’abord faire tendre ω vers zéro,

puis q. On a alors:

χRet(q, ω = 0) =
2

Ω

∑
k

{
f(ξk) − f(ξk+q)

ξk − ξk+q + iδ

}
(5.31)

ce qui implique que:

χ′′(q, ω = 0) = 0 (5.32)

χ′(q, ω = 0) =
2

Ω

∑
k

ξk − ξk+q

ξk − ξk+q

∂f

∂ξk
=

2

Ω

∑
k

∂f

∂ξk
(5.33)

A T = 0, on a donc:

χ′(q, ω = 0) = −
∫
dξn(ξ)δ(ξ) = −n(ξ = 0) (5.34)

Remarques:

1. Le diagramme que l’on a utilisé ici est assez proche de celui que nous avions utilisé

au paragraphe 4.3.4 (figure 4.6), dont la boucle supérieure représente justement la

réponse du gaz d’électrons à une fluctuation de densité.

2. Si on prend les limites de q et ω dans l’autre sens, on va essentiellement mesurer

des quantités de transport.

5.5 Ecrantage. Méthode R.P.A

On considère à nouveau un hamiltonien couplé à une perturbation extérieure, qui consiste

en l’introduction d’une charge caractérisée par ρ(r):

H = H0 +
∫
drdr′V (r − r′)ρ(r′)ρ(r)︸ ︷︷ ︸

Hint

+
∫
drVext(r, t)ρ(r)︸ ︷︷ ︸

Hext

(5.35)

H = H0 +
∫
dqVqρ(q)ρ(−q) +

∫
Vext(q)ρ(q) (5.36)



avec Vext(q) = QextV0(q), et V0(q) = 1
q2 (interaction coulombienne).

Si on applique alors les résultats de la réponse linéaire, on a tout de suite:

〈ρ(q)〉H0+Hint+Hext = 〈ρqρq〉H0+Hint
V0(q)Qext (5.37)

Le potentiel exterieur change la densité locale du gas d’électrons. Ce changement

induit à son tour un potentiel puisque les électrons ont une charge. Le potentiel total est

donc donné par V tot = V ind + V ext. Or:

V ind(q) = V0(q)〈ρ(q)〉 = V0(q)〈ρρ〉V0(q)Qext (5.38)

V ext = V0(q)Qext (5.39)

extQ + extQ

= 20

1
)(

q
qV =

intH

Figure 5.4: Représentation diagrammatique de V tot

Ceci s’exprime diagrammatiquement par la figure 5.4. Le problème est qu’en général,

on ne sait pas calculer le second diagramme.

On va donc effectuer une approximation de champ moyen, appelé R.P.A. (Random

Phase Approximation), qui consiste à remplacer le terme Hext + H int par un terme de

champ moyen, ce qui s’écrit:∫
dqVqρ(q)ρ(−q) +

∫
Vext(q)ρ(q) =

∫
Vtot(q)ρ(q) (5.40)

Si on applique alors les résultats de la réponse linéaire sur ce nouvel hamiltonien, on

obtient que:

〈ρ(q)〉H = 〈ρqρq〉H0V
tot (5.41)



Les relations entre V tot, V ind et V ext vont alors nous donner une équation auto-

consistante. En effet:

V tot(q) = V ext + V ind

= V0(q)Qext + V0(q)〈ρρ〉H0V
tot(q)

soit:

V tot(q) =
V0(q)Qext

1 − V0(q)〈ρρ〉H0

(5.42)

Si on reprend alors les résultats du paragraphe précédent, on peut trouver une représentation

diagrammatique de l’équation 5.42(figure 5.5).

extQ
=)(qV tot

1 -

= + ++
+ °°°

Figure 5.5: Représentation diagrammatique de l’approximation R.P.A. V tot est alors une

série géométrique de diagrammes.

L’expression de ce diagramme est alors données, en utilisant l’équation 5.30:

V tot(q) =
V0(q)Qext

1 − V0(q)
1

Ω

∑
k

f(ξk) − f(ξk+q)

ω + ξk − ξk+q + iδ︸ ︷︷ ︸
χ0(q,ω)

=
Qext

q2 − χ0(q, ω)
(5.43)

Si on prend alors la transformée de Fourier de l’équation 5.43, en utilisant le résultat

5.34, on obtient que:

V tot(r) = T F−1

{
Qext

q2 + n(EF )

}
=

1

r
e−

r
λ (5.44)



On retrouve alors le phénomène d’écrantage de la charge extérieure par les électrons.

L’approximation R.P.A. consiste donc en le calcul des susceptibilités en présence

d’interactions. D’autre part, elle prend en compte intrinsèquement l’aspect auto-consistant

du phénomène physique mis en jeu. De plus, si χ0 devient suffisamment grand, χtot
RPA →

∞, ce qui implique l’existence d’une transition de phase vers un état ordonné.


